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RESUMO

E reconhecido que a teoria de matrizes aleatérias (RMT) é capaz de descrever cor-
retamente o comportamento de propriedades estatisticas espectrais de sistemas quanticos
classicamente cadticos, como, por exemplo, suas distribui¢oes de espacamento de niveis.
Investigamos, tanto numericamente quanto analiticamente, se a RMT pode ser usada, ao
menos em alguns regimes, para predizer o comportamento da estatistica do trabalho ao
se realizar um quench sobre um parametro externo que dita a dinamica de um sistema
quantico caotico. Isso é feito através da comparacao da fungao caracteristica do trabalho
obtida numericamente a partir de um sistema quantico cadtico bem conhecido, chamado
modelo de Dicke, com a obtida a partir de matrizes pertencentes a um dos ensembles clas-
sicos da RMT, chamado GOE. Mostramos também um resultado analitico para a média

RMT da funcao caracteristica que é valido para o limite de altas temperaturas.

Palavras - chave: Termodinamica, Estatistica de trabalho, Caos, Teoria de Matrizes

Aleatérias



ABSTRACT

Results from classical Random Matrix Theory (RMT) are well recognized as a
way to describe spectral statistical properties of classically chaotic quantum systems,
such as the level spacing distribution. We investigate, both numerically and analytically,
if RMT can be used, at least for some regimes, to predict the behavior of the statistics
of work performed by quenching some external parameter dictating the dynamics of a
quantum chaotic system. This is done by comparison of the characteristic function of work
obtained numerically from a well known quantum chaotic system called Dicke Model and
from matrices pertaining to one of the classical ensembles of RMT, namely GOE. We also
show one analytical result for the RMT average of the characteristic function that holds

in the limit of high temperatures.

Key - words: Thermodynamics, Work Statistics, Chaos, Random Matrix Theory
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INTRODUCAO.

-

E consenso que a termodinamica é um dos pilares da fisica. Dentro de seu limite
de validade, violacoes das suas leis fundamentais nunca foram reportadas. Einstein se
referiu a termodinamica como the only physical theory of universal content, which I am
convinced that within the framework of applicability of its basic concepts will never be
overthrown.

Uma explicagdo para tal universalidade se apoia no fato de a termodinamica
possuir objetivos claramente diferentes de outros ramos da fisica, como a mecanica
classica, a mecanica quantica ou o eletromagnetismo. A termodindmica nao se propoe
a ser uma teoria que descreve detalhes microscopicos dos sistemas fisicos. Ao contrario,
esses detalhes nao sdo importantes para o tipo de descricao feita por ela. Sua finalidade
estd ligada a quantificacao do custo de se realizar determinada operagao sobre um dado
sistema fisico, impondo limites sobre o que um experimentador pode realizar.

A chamada termodinamica classica, ou termodinamica de equilibrio, se baseia nos
conceitos de estados de equilibrio e de processos reversiveis. Um estado termodinamico é
um ensemble de estados dindmicos pelos quais o sistema pode passar rapidamente. Estados
termodinamicos de equilibrio sao estados que nao variam espontaneamente. SO ocorre
variacao desses estados se houver alteragdo de alguma condicao externa. Um processo
termodinamico é uma mudanca ocorrida no sistema devido a uma alteracdo em algum
dos vinculos a ele impostos. Processos reversiveis sao processos idealizados como uma
sucessao continua de estados de equilibrio.

Fundamental para a termodinamica, assim como para qualquer teoria fisica, é o
seu limite de validade, chamado limite termodinamico. O limite termodinamico é o limite
em que o numero de particulas constituindo o sistema e o seu volume tendem ao infinito,
mas a densidade de particulas se mantém finita. Na pratica, devemos entender que a
termodinamica deve ser aplicada a sistemas fisicos macroscopicos, em que as flutuagoes
das grandezas fisicas sdo despreziveis quando comparadas aos seus valores médios [2][3].

Como usualmente ocorre em fisica, os fisicos buscaram estender a termodinamica
para além do escopo no qual ela foi desenvolvida. Uma dessas extensoes diz respeito aos
processos irreversiveis. A termodinamica de equilibrio s6 consegue lidar com processos
irreversiveis em que os estados inicial e final sao estados de equilibrio, o que representa

uma situacao bastante particular. Nesse sentido surgiram diferentes abordagens para se



lidar com processos irreversiveis, culminando na chamada termodindmica de nao equilibrio
[4].

Uma outra direcao tomada foi a do estudo termodindmico de sistemas fora do
limite termodinamico, que é um dos principais temas deste trabalho. Em sistemas fora
do limite termodinamico, as flutuacgoes térmicas exercem papel importante. Elas resultam
do continuo estado de agitacao das particulas, o que faz com que quantidades fisicas
também sofram flutuacoes aleatorias. Em mecanica quantica, temos ainda a presenca das
flutuagoes quanticas inerentes a teoria. Nesse contexto, as variaveis termodinamicas de
processo, como o trabalho e o calor, passam a se comportar estocasticamente. Surge,
entdo, a chamada termodindmica estocastica [5].

Neste trabalho, estamos interessados em estudar o trabalho associado a trans-
formagoes termodinamicas em sistemas quanticos dirigidos. Nesse regime, o trabalho se
comporta estocasticamente, possuindo uma funcao distribuicdo de probabilidades associ-
ada. Devemos, portanto, entender como definir o trabalho de um dado processo na escala
quantica e, ainda, compreender como construir a funcao distribuicdo associada a esse
trabalho.

A funcao distribuicao de trabalho obedece a alguns teoremas de flutuagao. Os
teoremas de flutuagdo relacionam propriedades de grandezas fora do equilibrio com
propriedades de equilibrio do sistema. Os teoremas de Jarzynski [6] e de Crooks [7]
sdo teoremas desse tipo, envolvendo a funcao distribuicdo de trabalho e a variacao da
energia livre de Helmholtz do sistema. Eles nos fornecem informacoes de equilibrio do
sistema a partir da varidavel dinamica trabalho. O estudo desses teoremas culminou em
diversos avancos na termodinamica estocastica, inclusive na tentativa de demonstra-los
experimentalmente, o que ja foi feito em diferentes contextos [8][9].

Além da termodinamica, este trabalho também estd relacionado a uma outra
area de pesquisa, chamada caos quantico. Em mecanica classica, a determinacao da
existéncia ou nao de caos na dindmica de um dado sistema é feita, inequivocamente,
a partir do expoente de Lyapunov do sistema. Um sistema é dito cadtico se possuir
extrema sensitividade a pequenas mudangas nas condig¢oes iniciais. Podemos checar esse
fato tomando uma pequena regido no espaco de fase do sistema e deixando-o evoluir sob
as mesmas condigoes a partir de pontos dessa regiao. Caso a distancia entre as trajetérias
aumente exponencialmente com o tempo, dizemos que o sistema possui dinamica caotica.
A taxa de crescimento dessa distancia é chamada expoente de Lyapunov. Em sistemas
com movimento regular, essa distancia pode crescer como uma poténcia do tempo, por
exemplo, mas nunca exponencialmente. Dizemos, entao, que o expoente de Lyapunov
¢ nulo. Em mecanica quantica, porém, a caracterizacao do caos nao pode seguir esse
critério pois a prépria nocao de trajetéria é perdida. A busca por assinaturas quanticas

de caoticidade é um dos principais objetivos da drea chamada caos quantico [10].
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Uma das assinaturas de caos quantico mais utilizada é baseada nos resultados
obtidos a partir da chamada teoria de matrizes aleatérias (RMT, sigla para Random
Matriz Theory) [11][12]. A RMT, inicialmente desenvolvida por Wigner [13] no contexto
da fisica nuclear, emprega matrizes geradas aleatoriamente para descrever propriedades
genéricas do espectro de sistemas quanticos de muitos corpos fortemente interagentes.
A ideia da RMT é que para esse tipo de sistema, o comportamento espectral é muito
complexo, de forma que algumas propriedades gerais do sistema devem surgir. Os
elementos das matrizes que representam o sistema sao gerados aleatoriamente, submetidos

apenas aos vinculos impostos pelas simetrias obedecidas por seu hamiltoniano.

A priori, a RMT nao possuia relacao alguma com o caos quéantico. Entretanto,
entre as décadas de 70 e 80, houve uma investigacao intensa a respeito do espectro de
sistemas quanticos com contrapartida classica cadtica. Em seu trabalho, Bohigas et al
[14] investigaram um desses sistemas e observaram uma conexao entre suas propriedades
espectrais e as propriedades das matrizes aleatorias da teoria de Wigner. Eles elaboraram,
entdo, uma conjectura, chamada conjectura de Bohigas: “o comportamento estatistico do
espectro de sistemas quanticos cadticos deve seguir o comportamento previsto pela teoria
de matrizes aleatorias”. O status de conjectura nos diz que tal afirmacao ainda nao foi

demonstrada. Até o momento, entretanto, nunca foi encontrado um contra exemplo.

A conjectura de Bohigas é considerada hoje uma das principais maneiras de se
reportar o comportamento cadtico em um sistema quantico. Ha sistemas quanticos que
nao possuem contrapartida classica. E usual na literatura utilizar a conjectura de Bohigas,
por exemplo, como critério para se decidir se esse tipo de sistema é cadtico ou nao [15].

A proposta deste trabalho é tentar responder se podemos utilizar a RMT
para predizer o comportamento termodinamico, via funcao distribuicao de trabalho, em
sistemas quanticos cadticos dirigidos submetidos a um quench sibito no parametro de
controle. Para tanto, devemos entender como utilizar a RMT para simular um sistema
quéantico cadtico. Além disso, devemos saber como representar o processo termodinamico
escolhido. Outro passo fundamental para responder a pergunta aqui feita ¢ comparar
o resultado obtido via RMT com resultados obtidos utilizando sistemas fisicos reais.
Com esse intuito, escolhemos utilizar um sistema fisico chamado modelo de Dicke, ja
bastante estudado na literatura [16][17][18]. A depender de um pardmetro externo de
controle da intensidade de acoplamento entre radiacao e matéria, esse sistema apresenta
comportamento caético [1], o que faz dele um modelo adequado para os nossos propésitos.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte maneira: no capitulo 1 apresenta-
mos uma discussao a respeito da termodinamica de sistemas fora do limite termodinamico,
construindo a funcao distribuicao de trabalho em sistemas quéanticos e demonstrando os
teoremas de flutuagao obedecidos por ela. Também apresentamos um processo termodina-
mico especifico, chamado quench stbito, de interesse ao estudo aqui proposto. O capitulo

2 faz uma discussao dos principais resultados da RMT, resultados esses fundamentais para
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a realizacao do trabalho aqui proposto. Uma discussao a respeito das principais caracte-
risticas do hamiltoniano de Dicke ¢é realizada no capitulo 3. No capitulo 4 descrevemos a
metodologia utilizada. Mostramos como utilizar os conceitos da RMT para obter predicoes
para o comportamento da transformada de Fourier da funcao distribui¢ao de trabalho,
chamada também de funcao caracteristica do trabalho. No capitulo 5 sdo apresentados
os resultados obtidos neste estudo. Apresentamos as conclusoes a respeito dos resultados

obtidos e algumas perspectivas futuras para este trabalho no capitulo 6.
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CAPITULO

ESTATISTICA DE TRABALHO E
CONSEQUENCIAS

O estudo do comportamento termodinamico de sistemas longe do limite termo-
dindmico, classicos ou quanticos, tem sido tema de pesquisa extensiva nos ultimos anos.
Para esses sistemas, as flutuacoes térmicas geram efeitos importantes, mensuraveis em
experimentos. Por exemplo, o trabalho associado a realizacao de um dado processo ter-
modindmico passa a se comportar estocasticamente. Isso significa que ao repetirmos a
preparacao do sistema, podemos encontrar diferentes valores para o trabalho ao repetir-
mos exatamente o mesmo processo. Os possiveis valores do trabalho possuem, assim, uma
funcao distribuicao de probabilidades associada que descreve sua estatistica.

A funcao distribuicao de trabalho obedece a teoremas de flutuacao. Os teoremas
de flutuacao sao relagoes que conectam a resposta do sistema ao ser retirado da situacao
de equilibrio com propriedades de equilibrio do mesmo. Apds contruirmos a func¢ao
distribuicao de trabalho, podemos demonstrar os teoremas de flutuacao de Jarzynski
[6] e de Crooks [7]. Os dois teoremas foram obtidos inicialmente considerando sistemas
fisicos regidos pela mecénica classica. Entretanto, ja foram demonstrados também ao
considerarmos sistemas quanticos. O teorema de Crooks no regime quantico é usualmente
chamado de teorema de Tasaki-Crooks [19].

Neste trabalho lidamos sempre com sistemas quéanticos. Os sistemas de interesse

sao tais que seus hamiltonianos podem ser escritos como:
H=Hy+ \t)V, (1.1)

em que Hjy é o hamiltoniano livre do sistema e A(t) é um pardmetro externo de controle,
usualmente chamado de parametro de trabalho no contexto da termodindmica, que fornece
a intensidade da interacao V. Sistemas desse tipo sao chamados sistemas quanticos

dirigidos.



6 Capitulo 1. Estatistica de trabalho e consequéncias

Neste capitulo comegamos construindo a funcao distribuicado de trabalho para
sistemas quanticos. A seguir demonstramos os teoremas de Jarzynski e Tasaki-Crooks,
mostrando algumas das suas consequéncias mais notaveis. A ultima se¢do discute como
quantificar a irreversibilidade de um dado processo termodinamico utilizando a funcao
distribuicao de trabalho. Paralelos entre resultados aqui demonstrados e resultados
conhecidos da termodindamica classica sdo destacados. Ao final deste capitulo, discutimos
brevemente um processo termodinamico especifico, chamado quench subito, que é o

processo escolhido para se desenvolver a proposta deste trabalho.

1.1 A definicao de trabalho e a construcao da funcao

distribuicao para sistemas quanticos

A definicdo apropriada para o trabalho quando realizamos um processo em
um sistema fora do limite termodinamico foi, e continua sendo, alvo de discussoes [8].
Neste trabalho utilizamos a chamada definigao inclusiva de trabalho [8]: em um sistema
termicamente isolado, o trabalho realizado no processo ¢ a diferenca entre as autoenergias
final e inicial do hamiltoniano total, levando em conta a interacdo. Existe ainda uma
definigao exclusiva [8], que relaciona o trabalho apenas com a parte livre do hamiltoniano,
desconsiderando a parte de interacao. As duas defini¢oes coincidem apenas no caso de um
protocolo ciclico [20].

Ao utilizarmos a defini¢ao inclusiva de trabalho, devemos relacionar a variavel
estocastica W com a energia total do sistema antes e apdés um dado processo. Para
obtermos o valor de W em uma realizacao particular do processo, devemos, entao, realizar
duas medidas projetivas na base de energia do sistema: uma medida antes de se realizar o
processo e uma medida ap0s sua realizacao. Os possiveis valores assumidos pela variavel W
em uma realizacao particular do processo termodinamico, que chamamos W,,,,, sdo, entao,
definidos como a diferenca entre os autovalores do hamiltoniano final e do hamiltoniano
inicial:

Wom = Ep — B, . (1.2)
A partir dessa definicdo podemos perceber que o trabalho ndo é um observavel quantico,
j& que nao pode ser representado por um operador hermitiano. Essa questao é melhor
discutida na proxima secao.

Tendo sido definida a varidvel aleatoria W, devemos nos perguntar qual é a
probabilidade de ocorréncia de um determinado valor W,,,. Dessa forma, podemos
escrever a funcao distribuicdo de probabilidades associada a W. Descrevemos a seguir

como obter essa distribuicao.
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1.1. A definicdo de trabalho e a construcdo da funcdo distribuicdo para sistemas quanticos 7

Seja um sistema quantico com hamiltoniano dependente do tempo. Supomos que
o sistema dependa, ainda, de um pardmetro externo controlavel, A(¢). Para um dado valor
do pardmetro A(t;) = \;, deixamos o sistema se equilibrar com um reservatério térmico
com inverso da temperatura igual a 5. Inicialmente, entao, preparamos o sistema no estado

de Gibbs (o indice G indica os estados de equilibrio termodindmico):

e—BHO)

pc(Ni) = 200 (1.3)

em que H()\;) é o hamiltoniano do sistema quando o pardmetro externo é igual a \; e
Z(\)=Tr (e‘ﬂH(’\i)) é a funcao de partigao.

Estando o sistema em equilibrio com o reservatoério, retiramos o contato térmico
e realizamos algum processo, variando o valor de A(¢;) segundo algum protocolo até um
dado valor A(tf) = As. Ao final do protocolo, o hamiltoniano do sistema é H(Af). Os

hamiltonianos inicial, H(\;), e final, H(\s), possuem decomposigao espectral:

H()‘z) = ZEn |¢n> <wn| (1'4)

H(/\f) = ZEm WNJm> <7J}m‘ ) (15)

em que {E,} ({En}) e {|n)} ({|hm)}) sdo, respectivamente, os conjuntos de autovalores
e autovetores de H(\;) (H(Af)).

O protocolo que conecta os dois hamiltonianos gera um operador evolucao
temporal unitario U(t) = U(ty,t;) que retira o sistema do estado de equilibrio preparado
inicialmente, sendo U um funcional do pardmetro externo A(¢). Esse operador obedece a
equacao de Schrodinger:

zh% =H@t)U(t), (1.6)
ot
sujeita a condigdo inicial U(t;,t;) =1 .

Para determinarmos W,,,, devemos medir a energia do sistema antes de realizar-
mos o processo. Realizamos, entdo, uma medida projetiva na base de energia, obtendo

e—BEn

E, com probabilidade p, = “%—. Ao deixarmos o sistema evoluir segundo o protocolo,

devemos nos perguntar qual é a probabilidade de obtermos E,, em uma nova medida de

energia, porém, agora, ao final do protocolo. Isso nada mais é do que uma probabilidade
condicional, pjn = | (V| U(ts,1;) [0) |*. Dessa forma, a probabilidade de obtermos W,

¢ o produto de p, € pp, :

_ﬁEn

Pt ) = pupin = 35 | U780 1) P (1.7)
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8 Capitulo 1. Estatistica de trabalho e consequéncias

Para obtermos a funcao distribuicao de trabalho, devemos, entdo, repetir o
processo descrito acima diversas vezes, sempre preparando o sistema inicialmente no
mesmo estado de equilibrio e realizando exatamente o mesmo protocolo, o que chamamos
de ensemble de realizagoes do processo termodinamico. Dessa forma, a fungao distribuicao

de trabalho é dada pelo somatorio:

= Zp(na m)d[W - (Em - En)] ) (18)

em que o indice F' indica o processo direto, para frente no tempo ( em contraste com o
indice B, como explicado na segao 4.4). A fungao J surge na distribui¢do pois o trabalho
nio pode assumir qualquer valor, mas apenas aqueles dados por E,, — E,,.

E importante salientar que o estado do sistema ao final do protocolo é, de maneira
geral, um estado de nao equilibrio. A estatistica de trabalho nao depende da existéncia
de equilibrio ao final do protocolo. Entretanto, para se obter informacoes a respeito de
grandezas termodinamicas de equilibrio, é necessario deixar o sistema termalizar ao final
do protocolo. A parte preta da figura 1.1 esquematiza o processo direto, incluindo a

termalizacao do sistema ao final.

(1)

B .

|
1(2)
|
|

(4) 1
| Ulpa(Ap)U

"/ 3) \.

p(A\i) pc(Af)

Figura 1.1: As etapas (1) e (2) configuram o processo direto e as etapas (3) e (4) o processo
reverso. Em (1) o sistema evolui no tempo partindo do estado térmico inicial até um estado final
de nao equilibrio. Em (2) colocamos o sistema em contato com um reservatério térmico até que o
mesmo alcance o equilibrio. As etapas (3) e (4) sdo andlogas as etapas (1) e (2), respectivamente,
para o Processo reverso.

A funcdo Pr(W) possui toda a informacao da estatistica de trabalho realizado.
Por exemplo, a partir da distribuicdo Pr(W'), podemos calcular o k-ésimo momento da

variavel aleatoria W':
Wy = /OO WP (W) dW
= Splnm) [ WHSW — (B~ E)ldW

= Zp(n, m)(Em —E,)". (1.9)
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1.2. A funcdo caracteristica do trabalho 9

Em especial, para k =1,

= > p(n,m)(En — En)|, (1.10)

e para k = 2,

W?) =3 p(n,m)(En — E)* |, (1.11)

que sao o trabalho médio e o segundo momento, respectivamente, a partir dos quais

podemos calcular a variancia de W.

1.2 A funcao caracteristica do trabalho

A fungdo caracteristica do trabalho, Gg(s), ¢ definida como a transformada de

Fourier da funcao distribuicao de trabalho:
Gr(s) = / Pe(W)e*WdWw . (1.12)

Substituindo (1.8) na definigdo de G(s), obtemos:

Gr(s)=>_p(n, m)eiS(Em’E") : (1.13)

n,m

Podemos obter uma interpretacao fisica para a func¢ao caracteristica do trabalho

a partir de manipulagdes simples da equagao (1.13). Para tanto, reescrevemos p(n,m):

—BEn —BEn

P m) = Zos [l Uln) P = S5 @Gl U i) @l U ). (114)

Substituindo em (1.13):

e_BEn

Z(\)

Gr(s) = (V| U [0} (] UT [ihyn) €F*Fme P

<¢ Ut i) (¢m|U6‘“E" Z00) |¥n)
<¢n|UT€”H M ) (| Ue™™ O pe (X)) (1.15)

!
MM M
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10 Capitulo 1. Estatistica de trabalho e consequéncias

Para obtermos a terceira igualdade, utilizamos as equacoes de autovalor dos
hamiltonianos no inicio e no fim do processo, além da equacao de autovalor para o estado
térmico inicial. Com isso, podemos agora fatorar os somatérios em n e m, de forma a
obter:

n

Guls) = 3 (| Ule7OD) (zwm w) Ue 00 56 (0 [t

= D (Wl UT U pi (A) 1) (1.16)

Na representagao de Heisenberg [21], o hamiltoniano do sistema é dado por

H" = UTHU. Fazendo essa identificacdo e escrevendo o somatério como um traco,
obtemos:

GF(S) - Ty (UT isH( )\f)Ue—st ()\Z))
= Ty (SO0 H N o3 (1.17)

isHH(/\f)efisH()\i)

A 1ltima equacao é a média do operador e referente ao estado térmico

inicial. Assim, podemos escrever a funcao caracteristica do trabalho como:

Gr(s) = (e™H A7ty | (1.18)

em que o indice ¢ indica que a média é tomada no estado térmico inicial.

A equacao (1.18) nos indica que a fungao caracteristica do trabalho é dada por
uma funcao de correlagao ordenada temporalmente de exponenciais do hamiltoniano do
sistema em dois tempos distintos. Ela relaciona o hamiltoniano no comego do protocolo
com o hamiltoniano ao final, ou seja, é uma funcao que deve ser obtida a partir de medic¢oes
em dois tempos diferentes. Isso indica, novamente, que o trabalho nao é um observavel
quantico, mas sim que se trata de uma grandeza caracteristica de um processo, como
ocorre na termodindmica classica [8].

Assim como a fun¢ao Pp(W), a funcao Gg(s) tem codificada toda a informacao
a respeito da estatistica de trabalho realizado sobre o sistema. Por exemplo, a partir de
Gr(s) podemos, também, calcular o k-ésimo momento de W. Para tanto, calculemos a

primeira derivada de Gr(s) em relagao a s:
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1.3. O teorema de Jarzynski e a segunda lei da termodindmica 11

dGC;(S) = nz;np(n, m)(=i)(Ep — E,)e’Em=En) (1.19)
No limite s — 0, temos: |
iy “E = () 5 plo ) B~ ) = ()W) (1.20)
Portanto,
(W) =i lim deS(S) . (1.21)

Procedendo de maneira andloga para as derivadas de ordens mais altas, temos para o

k-ésimo momento:

(W) = (=i tim LCE()

lim = (1.22)

A vantagem de se trabalhar com a funcao caracteristica reside, principalmente,
no fato de ser mais facil obté-la experimentalmente [22][23]. Realizar medidas projetivas
experimentalmente pode ser uma tarefa complicada em determinados sistemas e preci-
samos de duas para determinar Pr(W). No entanto, para se determinar Gg(s) podemos
usar a interferometria [24], codificando a informagao sobre o trabalho obtido na fase as-
sociada. Uma vez conhecida a forma de G(s), basta calcular a transformada de Fourier
inversa para se obter a distribuicao de trabalho. Além disso, a funcao caracteristica pode
ser graficada pela simples separacao de suas partes real e imaginaria, diferentemente da

funcao distribuicao de trabalho, que é um trem de fungoes delta.

1.3 O teorema de Jarzynski e a segunda lei da ter-
modinamica

A partir da distribuicdo de trabalho, podemos derivar teoremas de flutuacao
quanticos envolvendo o trabalho de nao equilibrio. O teorema que recebeu maior atengao
nos ultimos anos, tendo sido verificado experimentalmente em diferentes contextos, é o
chamado teorema de Jarzynski, que ¢ obtido nesta secao no contexto quantico. Uma
demonstracao do teorema no contexto classico é apresentada no Apéndice C.

Para demonstra-lo, comecamos calculando a média da funcio (e ") sobre
o ensemble estatistico de realizagoes de um dado processo termodinamico, o que é

equivalente a fazer uma integral sobre a distribuigao de trabalho Pr(WV):

(e Py = /O:OPF(W) =W qw

= > _p(n.m) /O:O e PWSIW — (B, — E,))dW . (1.23)
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12 Capitulo 1. Estatistica de trabalho e consequéncias

Integrando, ficamos com:

() = an m)e B(Em—En)
6_5E B(Em—FE
= 2 gy [0l Ultst0) ) [2 7255
—BEn ~ i )
- ZQZ(A.) (| Ut s, ) [n) (0l U (5, 13) ) e PEm =50 (1.24)

Rearranjando os termos convenientemente, ficamos com:

(e = Z(l)\i) S e B EBE N (| S (| Ut g, ) U (85, 83) b)) € PFm
— z(l,\i) zn: |thn) (¥n] 2’; (o) €= Em
: Z(lki);ew B i’((if)) (1.25)

em que identificamos Z(\y) = S e PEn com a funcao de particao referente ao hamilto-
m

niano H(As). A chamada energia livre de Helmholtz [2] pode ser obtida via funcdo de

particao a partir da relagao F' = an Dessa definigao, segue que (()\f)) = ¢ PAF e

forma que obtemos:

() =e P20, (1.26)

que é o teorema, ou equacao, de Jarzynski.

O teorema de Jarzynski relaciona, através de uma igualdade, uma propriedade de
nao equilibrio, o trabalho W, com uma propriedade de equilibrio, a variacao na energia
livre de Helmholtz AF' dos estados de Gibbs inicial e final, seguindo a linha dos teoremas
de flutuacio-dissipagio [25][26]. E importante ressaltar, porém, que, diferentemente dos
teoremas de flutuacao-dissipagdo, o teorema de Jarzynski nao faz referéncia a quao longe
do equilibrio o sistema pode ir durante o processo. Ou seja, nao foi necessario considerar
uma resposta linear do sistema a perturbagao aplicada para retira-lo da situagao de
equilibrio, o que faz o teorema de Jarzynski ser bastante geral. Dessa forma, podemos
obter propriedades de equilibrio do sistema visitando a variavel dinamica W ao levarmos

o mesmo para longe do equilibrio.

Uma consequéncia importante do teorema de Jarzynski pode ser obtida pela

aplicacao direta da desigualdade de Jensen para fungdes convexas, demonstrada no
Apéndice B,
(f(X) = f((X)), (1.27)

em que f e X sdo uma funcao convexa e uma varidavel aleatéria, respectivamente.
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1.4. O protocolo reverso e o teorema de Tasaki-Crooks 13

Aplicando-a na equagao de Jarzynski, encontramos:
e PAE — (7AW > =AW (1.28)

Podemos concluir, portanto, que:

(W) > AF|. (1.29)

H&4 um paralelismo entre a desigualdade (1.29) e uma das expressoes da segunda

lei da termodinamica, dada por

W > AF . (1.30)

A desigualdade (1.30) impoe um limite inferior ao trabalho realizado sobre o sistema
em uma transformacao isotérmica. De fato, (1.30) segue diretamente da desigualdade de
Clausius, como mostrado no Apéndice A. A desigualdade (1.29) nos diz que no contexto
da termodinamica estocéstica, em que as flutuacoes térmicas, pensando classicamente, ou
flutuagoes térmicas e quanticas, pensando quanticamente, sao relevantes, a segunda lei da
termodinamica deve ser interpretada estatisticamente. Assim, o trabalho médio realizado
sobre o sistema nao pode ser menor que a variagdo da energia livre de Helmholtz do
mesmo. Podemos, entretanto, conseguir violagoes da segunda lei em realiza¢oes individuais
do processo, desde que a média do trabalho obedega (1.29).

E necessdrio salientar que essa obtencio da segunda lei da termodindmica nio
pode ser considerada uma demonstracao microscopica da mesma. No comeco de tudo,
consideramos que o estado de equilibrio térmico é representado pelo operador densidade
do ensemble canonico. J& é conhecido desde o trabalho de Gibbs [27] que assumir essa
forma para o estado de equilibrio térmico implica diretamente nas diferentes formulacoes

da segunda lei.

1.4 O protocolo reverso e o teorema de Tasaki-
Crooks

Outro teorema importante relacionando a distribuicdo de trabalho com proprie-

dades de equilibrio do sistema ¢ o teorema de Tasaki-Crooks, que pode ser escrito como:

Pp(W) _AF
e~ cowr-an|, (131)

em que Pg(—W) é a distribuigao de trabalho do protocolo reverso (o indice B se refere

ao protocolo reverso).
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14 Capitulo 1. Estatistica de trabalho e consequéncias

O protocolo reverso funciona da seguinte maneira: em t = ¢; preparamos o sistema
no estado de Gibbs relativo ao hamiltoniano H(\f):

o BH()
pa) = o (1.32)

Z(Ag)

Retiramos o contato com o reservatorio térmico, medimos a energia do sistema, variamos o
parametro externo de Ay para \; e deixamos o sistema evoluir através do operador evolugao
temporal U'(ts,t;). Depois, medimos a energia novamente. Para acessarmos grandezas
termodinamicas de equilibrio, devemos deixar o sistema termalizar novamente, dessa
vez relativamente ao hamiltoniano H();). Para construirmos a estatistica de trabalho,
repetimos esse processo diversas vezes, obtendo a distribuicdo Pg(—W). A parte vermelha
da figura 1.1 representa um esquema para O Processo reverso.

O teorema de Tasaki-Crooks possui relagdo direta com a reversibilidade de um
dado processo: ele nos mostra que ha diferenca entre o processo tomado adiante no tempo
e o processo revertido temporalmente, salvo em casos em que o processo realizado ¢
reversivel. Essa conexao fica mais clara ao estudarmos a relagao do teorema de Tasaki-
Crooks com a producao de entropia em um dado processo, topico da préxima se¢ao. Além
disso, notamos ainda que as distribui¢oes Pr(WW) e Pg(—W) se interceptam exatamente
no ponto W = AF.

Podemos demonstrar o teorema de Tasaki-Crooks a partir da funcdo caracteristica

do trabalho na forma de fungao de correlagao, equagao (1.18):
Gp(s) _ <eisHH()\f)e—isH()\i)>i .
Podemos reescrevé-la como:
Grp(s)=Z(N) ' Tr (UT(tf, ti)eiSH(Af)U(tf, t,;)e_iSH(Ai)e_BH(’\i)) , (1.33)

em que foram utilizadas as formas do estado térmico inicial e do hamiltoniano na
representacao de Heisenberg. Definimos uma nova variavel, v, tal que v = —s + 5. Em

termos de v, temos:

Z(\N)Gr(s) = Tr(UM(ty, ) HHOIU (1, 1,)emHOD)
= Tr (e MO BHONY (8, 1) e MU (84, 1))
= Tr (U(tf,ti)ei”H(A")UT(tf,ti)e_i”H(/\f)e_BH(’\f)) : (1.34)

em que utilizamos a propriedade ciclica do trago para obter a ultima equagao.
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1.4. O protocolo reverso e o teorema de Tasaki-Crooks 15

A fungédo caracteristica da distribui¢ao de trabalho do processo reverso, Gg(v), é
a transformada de Fourier dessa distribuicao. De maneira andloga a funcao caracteristica

do processo direto, ela pode ser escrita como uma funcao de correlacao:
Gp(v) = (" MemlO) (1.35)

em que o indice f indica que a média é tomada sobre o estado térmico final no processo
direto (que é o estado térmico preparado inicialmente no processo reverso). A fungao

Gp(v) pode, entao, ser escrita como:
Gp(v)=Z(\;) ' Tr (U(tf,ti)ei”H(Ai)UT(tf,ti)e’i”H(’\f)e’ﬁH(Af)> , (1.36)

em que usamos a representacao de Heisenberg para o hamiltoniano inicial.

Comparando as equagoes (1.34) e (1.36), obtemos:
Z(N)Gr(s) = Z(A))Ga(v) (1.37)

ou, ainda:

Gp(s) = e PAPGp(—s+1ip) . (1.38)

As transformadas de Fourier inversas de Gr(s) e Gp(v) sdo dadas por:

1 oo ,
Pr(W) = o / Gr(s) e Wds (1.39)
™ J—00
e .
Po(~W) = - / Cu(v) e ™MWy . (1.40)
T Joo
Calculando a transformada de Fourier inversa de Gr(s) nos dois lados da equagao (1.38),
obtemos:
1 [ , 1 oo ’
2—/ Gr(s) ee™Wids = Pp(W) = e’BAFz—/ Gp(—s+iB)e ™Wds . (1.41)
T J—00 ™ J—00

Manipulando a tultima integral, temos:

/ Gp(—s+iB)e ™Wids = / Gp(v)e™ve®W d(—v)

= W /_OO Gp(v)e ™ =Wdy

= V@2r)Pg(—W), (1.42)
em que utilizamos a definicdo do pardametro v e a transformada de Fourier inversa de

Gp(v), equacao (1.40). Substituindo (1.42) em (1.41), finalmente demonstramos o teorema
de Tasaki-Crooks.
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16 Capitulo 1. Estatistica de trabalho e consequéncias

A partir de (1.31), podemos obter o teorema de Jarzynski. Para tanto, multipli-

camos a equagao (1.31) por Pg(—=W)e #W:
Pr(W) - AF) -
Pp(—W)e W = fW=AF) =AW pp( ) | 1.43
Pp(=W) B(=W)e ¢ ¢ 5(=W) (1.43)
Entao, integramos em relagao a W:
/ T Pe(W)e BV AW = (=W = ¢BAF / T Pp(—W)dW = e PAF (1.44)

que é a equacao de Jarzynski. Com isso, vemos que o teorema de Jarzynski pode ser visto

como uma consequéncia do teorema de Tasaki-Crooks.

1.5 Producao de entropia e irreversibilidade

Nesta secao é discutido como podemos calcular a producao de entropia, ou entro-
pia irreversivel (ambas terminologias sao utilizadas), associada a um processo realizado em
um sistema quantico isolado (no sentido termodindmico, em que nao hé troca de energia
em forma de calor com o meio externo durante o processo). Dentro do escopo deste traba-
lho, podemos entender a producgao de entropia como estando relacionada a uma troca de
energia em forma de calor ao colocarmos o sistema em contato com o reservatorio térmico
ao final do protocolo.

A entropia é uma grandeza fundamental na caracterizacdo termodindmica da
irreversibilidade. Processos macroscopicos reais (ndo idealizados) sdo irreversiveis, sempre
havendo perda de energia em forma de calor. De fato, a segunda lei da termodinamica nos
diz que em todo processo macroscopico irreversivel ha uma produc¢ao de entropia positiva
associada:

>0, (1.45)

que ¢ a desigualdade de Clausius.

Nesta se¢ao mostraremos como calcular a entropia produzida por processos de nao
equilibrio em sistemas quanticos dirigidos isolados. Isso significa mostrar como quantificar
a irreversibilidade de um dado processo na escala quantica microscépica. Generalizagoes
das formulas aqui obtidas para sistemas nao isolados ja sdo conhecidas [28].

Para obtermos uma expressao microscopica para a entropia irreversivel, pode-
mos partir do teorema de Crooks, equagdo (1.31). Inicialmente, tomamos o logaritimo

neperiano dos dois lados da equagao (1.31):
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1.5. Producao de entropia e irreversibilidade 17

In (%) = In (VAP = BV — AF) | (1.46)

Integrando a 1dltima equacao em relagdo a W com o peso Pp(W), obtemos:

/_O:O Pp(W)in <Im> AW = 5/_0; Pr(W)YWdW — BAF /_O:O Pr(W)dW . (1.47)

O lado esquerdo de (1.47) é o mesmo que uma medida bastante conhecida em
teoria de informacgao, chamada divergéncia de Leibler-Kullback entre as distribuigoes

de probabilidade Pr(W) e Pg(—W) [29], que rotularemos por K (Pr(W)||Pg(—=W)). A

divergéncia de Leibler-Kullback cumpre:
K(Ppr(W)||Pg(=W)) > 0. (1.48)

A desigualdade ¢ saturada apenas se Prp(WW) = Pg(—W) para todo valor possivel de W.
O lado direito de (1.47) é simplesmente S((W) — AF). Definimos o trabalho
irreversivel de um dado processo como a diferenca entre o trabalho médio obtido a partir

de um ensemble de realizacoes e a variagao de energia livre de Helmholtz [6]:

(Wirr) = (W) — AF|. (1.49)

O trabalho irreversivel é uma medida do quanto o processo de nao equilibrio se desvia do
processo de equilibrio equivalente.
A partir de (1.49), definimos a produgdo de entropia, ou entropia irreversivel

média associada ao processo:

(E) = B(Wa,) = BUW) — AF) = K(Pr(W)][| Pa(—W))] (1.50)

A equacao (1.50) nos diz que um processo é reversivel se sua dindmica microscépica direta,
e reversa forem indistinguiveis. Do contrario, o processo é irreversivel.

A producao de entropia pode, ainda, ser escrita como:

(1.51)

(%) = S(p(Ap)llpa(Ar))

em que p(A;) = Ults, t)pa(N)UT(ts,t;), ou seja, p(Af) é o estado de nado equilibrio do
sistema ao final do protocolo. A grandeza S(p||o) é a chamada entropia relativa quantica

entre os estados p e o [30],
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18 Capitulo 1. Estatistica de trabalho e consequéncias

S(pllo) =Tr{plnp—plno}, (1.52)

que é a versao quéantica da divergéncia de Leibler-Kullback. Assim como sua versao

classica, a entropia relativa quantica é sempre positiva, o que implica em:

S(e(ADllpa(Ar)) = (£) =0, (1.53)

que ¢ a desigualdade de Clausius no contexto da termodinamica estocastica, generalizando
a desigualdade (1.45). Generalizagoes da desigualdade de Clausius ja foram obtidas a
partir de argumentos de teoria de informacao e geometria do espaco de estados quanticos
[31].

Para demonstrarmos (1.51), partimos da equagao (1.10), que serd repetida aqui:

(W) = Y pln,m)(Ey — Ey)

Podemos fazer:
Inp, =Ine P —in Z(\) = =BE, —In Z(N) , (1.55)
1 f e_ﬁEm de f
e, analogamente, escrevemos p;, = , de forma que:
Z(Af)
Inpl, =ine PP —in Z(\;) = —BE,, —In Z(\;) . (1.56)

A partir de (1.55) e (1.56), respectivamente, obtemos:

E, = —;[ln po +In Z(0)] (1.57)

E, = —;[m pl 4+in Z(\p)] . (1.58)

Substituindo (1.57) e (1.58) em (1.54) e arranjando os termos, ficamos com:
1 1 7 1
(W) = 3 > pulnp, — 3 > PuPmpn In pl, — Bln (Z(Ap)/Z(N)) - (1.59)

O 1ltimo termo do lado direito é o mesmo que AF', de forma que podemos fazer:
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1.6. Um processo termodinamico especifico: o quench sibito 19

6(<W> - AF) = <2> = an In Pn — anpmm In pfn . (160)

n,m
O lado direito é, exatamente, a entropia relativa entre o estado de néo equilibrio, p(Af),

e o estado de equilibrio correspondente, p;(Af), o que demonstra a equacao (1.51).

A producao de entropia também obedece a um teorema de flutuacao. A partir do

teorema de Jarzynski, equacao (1.26), obtemos diretamente:

(e™®) =1/, (1.61)

em que fizemos ¥ = S(W — AF), que é a entropia produzida em uma realizacdo do

Processo.

1.6 Um processo termodinamico especifico: o quench

subito

A funcao distribuicdo de trabalho depende do tipo de processo termodinamico
realizado sobre o sistema. Neste trabalho estamos interessados em um processo termo-
dindmico especifico, chamado quench sibito, bastante estudado no contexto de sistemas

quanticos de muitos corpos [17][32][33].

Entendemos o quench stibito como um processo em que é realizada uma variacao
muito rdpida no parametro externo de controle, de forma que ¢y —t, ~ 0 . Assim, nao
ha tempo para o sistema relaxar e, como consequéncia, a evolucao temporal do sistema
tende a identidade:

Uty t;) = 1. (1.62)

Dessa forma, apoés considerarmos todas as realizagbes do ensemble termodindmico, o

estado do sistema ao final do protocolo é o préprio estado térmico inicial:
p(Ap) = Uty t)pa (AU (tr, 1) = pa(As) - (1.63)

Ao utilizarmos o quench siubito como processo, podemos reescrever a funcao

distribuicao de trabalho como:

e PEn N
Pp(W) = > 200 | (W| ULy, t) [Un) P 6W — (B — En)]
e PEn .
~ 2 gy | Onln) POV — (B — Eu)] (1.64)
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20 Capitulo 1. Estatistica de trabalho e consequéncias

A funcao caracteristica do trabalho toma a forma:

ef/gEn

Z(\)

Gp(s) =) | (P |thn) |2 B E) (1.65)

n,m

Na forma de funcao de correlagao, a funcao caracteristica se reduz simplesmente a:
Gr(s) = (eHODgmisHR)Y - (1.66)

A produgao de entropia em um quench subito se reduz a entropia relativa entre o estado
térmico referente ao hamiltoniano antes do processo e o estado térmico referente ao

hamiltoniano apds o processo:

(X) = S(pa(N)llpa(Af)) - (1.67)

Isso significa que o quench é sempre um processo irreversivel (se deixarmos o sistema
termalizar ao final do protocolo), uma vez que a producao de entropia s6 é nula se os

parametros inicial e final forem iguais, o que configura a nao realizacao do processo.
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CAPITULO

TEORIA DE MATRIZES ALEATORIAS

A teoria de matrizes aleatérias (RMT) pode ser considerada uma drea da
fisica matematica que estuda propriedades dos espectros de ensembles de matrizes
aleatorias, sem que, necessariamente, haja necessidade de aplicacao a algum sistema fisico.
Entretanto, a RMT encontrou diversas aplicagboes em distintas areas da fisica, como, por
exemplo, na fisica nuclear, gravitacdo, mecanica estatistica e caos quantico [12].

Foi desenvolvida inicialmente por Wigner para descrever propriedades estatisticas
dos autovalores e autovetores de hamiltonianos de sistemas quéanticos de muitos corpos
complexos. A partir do hamiltoniano do sistema, podemos tentar resolver a equacgao de

autovalor,

H i) = Ei[gs) (2.1)

para obter todo o conhecimento do sistema desejado. Entretanto, em sistemas muito
complexos muitas vezes nem conhecemos a forma do hamiltoniano H. Em outros casos,
mesmo que tenhamos conhecimento da forma de H, resolver (2.1) pode ser extremamente
trabalhoso, ou mesmo impossivel. Nesse sentido, a ideia geral da RMT é que para sistemas
muito complexos, caracteristicas espectrais bastante gerais devem emergir, muitas vezes
tornando uma descricao detalhada dos mesmos desnecessaria.

O termo RMT pode ser usado para qualquer teoria que se baseie na modelagem
estocédstica de hamiltonianos usando representagoes matriciais. Dentro do contexto deste
trabalho, no entanto, estamos interessados apenas na chamada teoria de matrizes aleato-
rias classica, ou seja, na teoria baseada nos ensembles gaussianos, introduzidos por Dyson
[12]. O termo RMT nesta dissertagio se refere, entdo, a teoria relativa a esses ensembles,
introduzidos na primeira secao deste capitulo.

A RMT realiza previsdes para grandezas estatisticas dos espectros através de
médias realizadas sobre o ensemble de matrizes adequado. No escopo dessa teoria,
esperamos que essas médias reflitam muito bem realizagoes tnicas das matrizes. Ao
falarmos de sistemas fisicos, devemos, portanto, calcular a grandeza em questao e

comparar com a média RMT tomada sobre o ensemble de matrizes. A essa propriedade
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das matrizes aleatorias damos o nome de ergodicidade, nome este tomado emprestado da
mecanica estatistica pela similaridade com a hipdtese ergddica da mesma. A ergodicidade
das matrizes aleatérias ¢ bem conhecida e ja foi demonstrada [10][12], sendo uma
propriedade fundamental para o desenvolvimento deste trabalho.

Muitos dos resultados provenientes da RMT sao extremamente dificeis de se obter
quando consideramos matrizes com dimensao arbitraria. Entretanto, desenvolver a teoria
a partir de matrizes 2 x 2 facilita a abordagem matematica e, ainda, facilita o entendimento
de muitas das ideias basicas da teoria. Além disso, alguns dos resultados para matrizes 2x2
se mostram muito precisos, inclusive se comparados com o que se obtém de matrizes mais
gerais e de sistemas fisicos reais. Escolhemos nesta dissertacdo demonstrar os resultados
exatos basicos para matrizes 2 X 2 necessarios ao seu desenvolvimento, apresentando em

seguida os resultados obtidos para matrizes gerais.

2.1 Os trés ensembles classicos e a distribuicao de

probabilidades das matrizes

Baseado nos trabalhos de Wigner, Dyson mostrou que hé trés tipos de ensembles
de matrizes aleatdrias possiveis no contexto da teoria de Schréodinger da mecanica
quantica. Tais ensembles sdo univocamente definidos em termos das propriedades de

simetria do hamiltoniano. Sao eles:

e Ensemble ortogonal gaussiano (GOE): sistemas fisicos em que o hamiltoniano é
invariante por reversao temporal [21] possuindo simetria rotacional, ou sem simetria
rotacional mas com spin inteiro. As matrizes sdo reais e simétricas, de forma que

seus elementos cumprem
Hy; = Hy; = Hj; . (2.2)

e Ensemble unitdrio gaussiano (GUE): sistemas fisicos em que a invaridncia por
reversao temporal ndo é satisfeita. Usualmente, sdo sistemas que estao na presenca
de campos magnéticos externos. As matrizes sao hermitianas, de forma que seus

elementos cumprem

e FEnsemble simplético gaussiano (GSE): sistemas fisicos invariantes por reversao tem-
poral com spin semi-inteiro e sem simetria de rotagao. As matrizes que representam

os hamiltonianos podem ser escritas em termos das matrizes de Pauli o, [21],

3
HY, I, — iy H}; oy, (2.4)
=1
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2.1. Os trés ensembles classicos e a distribuicdo de probabilidades das matrizes 23

em que as matrizes H” sdo todas reais, mas H® é simétrica enquanto H', H? e H?

sao antisimétricas.

Nesta dissertacao, apresentamos os resultados bésicos da RMT para os trés ensembles.
Entretanto, ha um enfoque no GOE em todas as demonstragoes, ja que ele nao difere muito
da abordagem para o GUE. O GSE, no entanto, exige a utilizacdo de uma matematica

um pouco mais elaborada [11], baseada na dlgebra do grupo simplético e nos quatérnions.

A partir de duas premissas basicas da RMT podemos justificar a palavra
gaussiano nos nomes dos ensembles. A primeira premissa é a invariancia da densidade de
probabilidades P(H) por transformagoes arbitrarias do espaco de matrizes em questao:
P(H) = P(XHX™1), em que X é uma matriz ortogonal, unitdria ou simplética qualquer,
para os casos GOE, GUE ou GSE, respectivamente. O significado fisico dessa premissa
é que nao ha qualquer direcdo preferencial no espaco de matrizes. A segunda premissa é
que os elementos de matriz independentes (o que depende das simetrias obedecidas pelas
matrizes) sdo descorrelacionados. Fisicamente, podemos interpretar a segunda premissa
como um principio de minima informacao (ou maxima incerteza) associada a distribuigao
de probabilidades. Com essas duas premissas, podemos demonstrar que a densidade de

probabilidades P(H) possui forma gaussiana.

Podemos ilustrar isso considerando o grupo O(2), ou seja, o grupo das matrizes
2 x 2 ortogonais. A partir da primeira premissa, temos a invaridncia P(H) = P(H'), com
H' = OHO™', em que O representa uma rotacdo no espaco de matrizes ortogonais e
O~! = OT. No caso do GOE, o hamiltoniano H deve ser representado por uma matriz

real simétrica, valendo a relagdo (2.2). Portanto,

Hy, H
H— B (2.5)
Hio Hyo

Temos, portanto, trés variaveis independentes. Impomos, ainda, a condi¢ao de normaliza-
¢ao:

/ dH,, dHyy dH,s P(H) =1 . (2.6)

A segunda premissa implica na fatorizacao das densidades de probabilidade dos elementos
independentes:
P(H) = Pr1(Hi) P2 (Hzo ) Pra(Hiz) - (2.7)

A transformacao O possui uma representacio matricial que depende de um tinico

0— ( cos © —sin © ) . (2.8)

angulo, que chamamos ©:

sin © cos ©
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24 Capitulo 2. Teoria de Matrizes Aleatoérias

Entretanto, é suficiente que consideremos uma transformagao infinitesimal:

1 -0
- (1 79). w0

A partir da equacdo matricial ' = OHO™! e de (2.9), relacionamos os elementos de H'

com os elementos de H:

H), = Hy; —206H;,
H), = Hy + 20H;,
Hy, = Hip+ O(H; — Hy) . (2.10)

Utilizando a invariancia da densidade de probabilidades e substituindo (2.10), obtemos:

P(H) = P(H')
= Py (H),) Pay(Hy, ) Prio(H,)

Como consideramos uma tranformacao infinitesimal, podemos fazer uma aproxi-

macao para as densidades de probabilidades dos elementos:

P
Pla + Az) ~ P(z) + Ax” d(f) ' 212
x
Dessa forma, temos:
dPp,(H
Py (Hy, — 20H,) = Pyi(Hy) — 2@]1-]112&
dHy,
d Py (H
Py (Haz +20H13) = Poa(Hye) + 2@H12M
dHyo
dPyo(H
Pio(Hys + O(Hy — Hy)) = Pio(Hyp) + O(Hy; — Hay) 12(H2) (2.13)

Pela substitui¢ao das relagoes (2.13) em (2.11) e desconsiderando termos de ordem mais

altas em ©, obtemos a seguinte equacao diferencial para as densidades de probabilidade:

(Hll - H22) dPlZ <H12) 2H12 dPll(Hll) 2H12 dP22 (H22)

— =0. 2.14
Pul,) dHp  Pu(ln) dHy | Pafh) dHa 24
Manipulando a tultima equacao, obtemos:
1 dP12<H12) _ 2 1 dPH(HH) 1 dPQQ(HQQ) —0

IHI12P12 (HIQ) dH12 (Hll - HQQ) Pll(Hll) dHll a P22 <H22) dHQQ
(2.15)
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As solugbes para as trés equagoes sao gaussianas, o que resulta em:

P(H) =C ol A(HE, +HZ, +2H3,) — B(H11+Haz)] (2.16)

A constante C é obtida pela condi¢ao de normalizacao. Escolhendo a referéncia de energia

adequadamente, a constante B pode ser nula. Com isso, encontramos:
PH)=C o~ A(HY, +HZ, +2H3,) (2.17)

O termo H?, + H3, + 2H2, é exatamente o trago de H?. O resultado final é, portanto,

P(H) = C e AT | (2.18)

As densidades de probabilidade dos elementos de matriz sdo, portanto, gaussianas,
o que justifica o nome dado aos ensembles. E possivel generalizar essa demonstracio para
matrizes de dimensao arbitraria. Para o GUE e para o GSE obtemos o mesmo resultado,
bastando levar em conta os vinculos impostos sobre os elementos de matriz pelas simetrias
obedecidas. Portanto, a equacao (2.17) descreve a densidade de probabilidade das matrizes

aleatoérias, sendo valida para os trés ensembles e para matrizes de qualquer dimensao.

2.2 A distribuicao de autovalores

A densidade de probabilidades associada as matrizes aleatérias pode ser reduzida
a uma densidade de probabilidades associada aos autovalores dessas matrizes. Para que
isso seja possivel, devemos substituir o conjunto de elementos de matriz {H,;} por um
subconjunto de autovalores {E;}. O nimero de elementos de uma matriz N x N é N2,
mas nem todos sdo independentes. O numero de elementos independentes depende do
grupo (ou no nosso caso, do ensemble) ao qual a matriz em questdo pertence. Por
exemplo, no caso do GOE os elementos satisfazem a equagao (2.2). Temos, portanto,
N+ N(N —1)/2 elementos independentes. Portanto, além dos autovalores, devemos incluir
certos pardmetros, que serao integrados, afim de completarmos o nimero N+ N (N —1)/2
de elementos independentes. No caso do GOE, por exemplo, necessitamos de N(N —1)/2
parametros a serem acrescentados aos [N autovalores.

A seguir, calculamos a distribui¢ao de autovalores considerando matrizes do grupo
O(2). Podemos prosseguir da seguinte maneira: diagonalizamos a matriz (2.5), obtendo

dois autovalores:

1 1/2
Br=; {(Hll + Hyp)  [(Hyy — Hap)? + 4H3, | } . (2.19)

Temos trés variaveis independentes e apenas dois autovalores. Necessitamos, portanto, de
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um tunico parametro extra. Esse parametro é, justamente, o dngulo © da rotacao Q. A

densidade de probabilidades pode ser escrita como:
P(E., E_; ©) = P(H)|J(E,, E_, ©)| = C ¢ AL (B E_ )|, (2.20)

em que J(Ey, E_, ©) é o jacobiano da transformagao de variaveis,

a(Hn, H227 H12)
a(E-i-a E—7 @)

J(Ey, E_, ©) = det (2.21)

Precisamos, portanto, relacionar os elementos H;; com os autovalores e com o pardmetro

1

©. Fazemos isso através da relacio H = O diag(E,, E_) O~ em que diag(E,, E_) é a

representacao diagonal de H. Considerando uma rotagao finita, obtemos:

Hy, = E. cos®> © + E_ sin® ©
Hyy, = E, sin> 0+ E_ cos* ©
Hy; = (Ef— E;)cos© sin © . (2.22)

O jacobiano da transformacao é, portanto,

a(IHIHa H227 HIQ)

/= det a(EJra E,, @)

—E,-E_. (2.23)

Queremos a distribuicdo P(E_, E, ). Para tanto, substituimos o jacobiano (2.23)

e as relagoes (2.22) em (2.20) e integramos em relagdo ao pardmetro ©, o que resulta em:
P(E—a E+) = C’21 G_A(EE+E3—)|E+ - E1—|1 ) (224)

que é a distribuicao de autovalores para o caso que escolhemos, sendo C5; uma constante

de normalizagao.

Caso tivéssemos escolhido o GUE para realizar a demonstragao, o resultado seria:
P(E_,E,) = Cyp e A +ED|E, — B_|? (2.25)

Para o GSE o resultado seria:
P(E_,E,) = Cy e A +ED|E, — B_|* (2.26)

A diferenca entre os ensembles surge na poténcia a qual elevamos a diferenga entre os
autovalores. A esse pardmetro chamamos .. Esse parametro é, entao, S, = 1, 2 ou 4 para
o GOE, GUE ou GSE, respectivamente, e esta ligado a repulsdo dos niveis de energia do

sistema, como sera discutido posteriormente. E comum dizer que o parametro (3, especifica
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os ensembles completamente. Para os trés ensembles, podemos escrever:

P(E_,E.) = Cys, e AFHED| B, — B_|P- . (2.27)

Em nossa demonstracao, utilizamos matrizes 2 x 2, mas os resultados obtidos
podem ser generalizados para matrizes de dimensao N x N arbitraria [11]. A distribuigao

de autovalores nesse caso é:

Ay B
P(El, e EN) = CNﬂe e k=1 |AN<E1, e EN)|Be , (228)
em que Ay(Ey, ..., Exn) = II (Ex—E)) é o chamado determinante de Vandermond. A

1<I<k<N
presenca do determinante de Vandermond também é um indicativo da repulsao de niveis.

2.3 As distribuicoes de espacamento de niveis vizi-

nhos e a densidade de niveis

Uma das propriedades estatisticas de espectros mais estudada, e mais importante
para o desenvolvimento deste trabalho, é a chamada distribuicao de espacamento de niveis
vizinhos, P(S). A distribui¢ao P(S) nos diz qual é a probabilidade de dois niveis vizinhos
E; e E;,1 possuirem um dado espacamento S. E usual se impor as seguintes condicoes de
normalizagao a P(S):

/OOO P(S)dS = 1 (2.29)

/Oo S P(S)dS = 1. (2.30)

0
A segunda condicao é a normalizagao do espagamento médio de niveis do sistema, o que
constitui uma condic¢ao artificial, uma vez que sistemas fisicos reais dificilmente possuem
espacamento médio igual a unidade.

O calculo analitico de P(S) para os ensembles de matrizes aleatérias é altamente
nao trivial se considerarmos matrizes de dimensao qualquer. Entretanto, o resultado
para matrizes 2 x 2 pode ser facilmente calculado. Na literatura as distribuigoes de
espacamento de niveis das matrizes aleatorias 2 x 2 sao chamadas de Wigner Surmise, e

sao importantissimas, como discutiremos na préxima secao.

O Wigner Surmise pode ser obtido calculando a média RMT:
Pryr(S) = (6(5 — [E4 — E_)) . (2.31)

Para o célculo dessa média, devemos introduzir a distribui¢do de autovalores (2.28) na
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ultima equagao:

Prair(9) = Cos, [~ B, [~ dB8(5 — By — E_J) e AEHED |B, B (232

Esse calculo é basicamente o mesmo para os trés ensembles. As condigoes (2.29) e (2.30)
fixam as constantes Chs, e A em (2.32). O resultado dessas integrais formam o Wigner

Surmise, que rotulamos Py p:

(mS/2)e~ "5/ GOE
Pwp(S) = (3252 /m2)e45%/7 GUE (2.33)
(21854/367‘.3)676452/9# GSE

Os gréficos de Py p estao apresentados na figura 2.1. Observamos uma queda gaussiana
para, valores grandes de S. No limite S — 0, observamos que Py p o< S%. Isso significa,
uma tendéncia do espectro a evitar cruzamentos entre os niveis. O parametro [, que

rotula os ensembles estd, portanto, relacionado com essa tendéncia.

Poissoniana
1.2 GOE
GUE
GSE
6

Figura 2.1: O “surmise” de Wigner para os ensembles de matrizes aleatérias e para sistemas

regulares

Além do Wigner Surmise, a densidade de probabilidade dos autovalores também
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implica em uma densidade de niveis média:
pn(E) = N/ dBy...dExP(E, Es, ..., Ey) . (2.34)

No limite em que N >> 1, é possivel mostrar que ela obedece a chamada lei do semicirculo
[11]:
2V1—-E? se|E|<1

(2.35)
0 se |E|>1

PN>>1(E) = {

A lei do semicirculo é vélida para os trés ensembles. Na forma apresentada em (2.35),
ela independe da dimensao do sistema, mas podemos fazer uma reescala de forma que
essa dependéncia seja aparente. Usualmente a densidade de niveis de sistemas fisicos nao
obedece a lei do semicirculo. Entretanto, se olharmos para o centro do espectro de sistemas
fisicos com alta dimensionalidade, é possivel que exista uma faixa em que essa densidade é

constante, o que esta de acordo com ela. O espacamento médio de niveis é definido como:

1 s
Sy=—"—"7"+¢+-—=—, (2.36)

pns1(E=0) 2
o que pode ser justificado pelo fato de a lei do semicirculo ser simétrica com relacdo a
origem. Assim como a densidade de niveis, podemos reescalar o espacamento médio de

niveis para que ele dependa da dimensao do sistema.

2.4 Conexao entre RMT e caos em mecanica quan-

tica

A conexao entre o estudo da dindmica cadtica de sistemas quanticos e a RMT
surgiu com o trabalho de Bohigas et al [14]. O estudo das propriedades estatisticas
do espectro de sistemas quanticos com poucos graus de liberdade com contrapartida
classica cadtica mostrou resultados que reproduziam com grande precisao os ja conhecidos
resultados da RMT, até entao desenvolvida para o estudo de sistemas quanticos de muitos
corpos, ou seja, sistemas com muitos graus de liberdade. Isso levou a elaboracao da
conjectura de Bohigas, jA mencionada na introducao deste trabalho. O status de conjectura
se mantém até hoje, sendo a tentativa de sua demonstracao um problema em aberto.

A fungao P(S) é a propriedade estatistica mais estudada e se tornou uma assi-
natura do caos em sistemas quanticos. Uma vez conhecidas as simetrias obedecidas pelo
hamiltoniano do sistema, calculamos sua P(S) e comparamos com o Wigner Surmise
adequado. Em sistemas com dindmica regular, geralmente a P(S) possui um comporta-
mento poissoniano, representado na figura 2.1 junto ao Wigner Surmise. Uma distribuigcao

poissoniana indica que na dindmica regular os niveis de energia podem se cruzar, nao ha-
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vendo repulsao. Dizemos que o espagamento de niveis vizinhos nesse caso é completamente
aleatorio.

Entretanto, como ja mencionamos, o “Wigner Surmise® apresenta repulsao de
niveis, com intensidade a depender do ensemble em questdo. Isso significa que os niveis
sao correlacionados. Essa ¢é a diferenca fundamental entre as dindmicas regular e cadtica
quando comparadas do ponto de vista quantico. Sistemas quanticos com contrapartida
classica cadtica apresentam o mesmo nivel de repulsao resultante do Wigner ”Surmise*
adequado a ele.

No capitulo seguinte, mostramos brevemente o estudo da dindmica cadtica de
um sistema fisico via distribuicao de espacamento de niveis. O sistema fisico em questao
possui contrapartida classica bem conhecida por sua dinamica caética. O estudo quantico

estd em total acordo com o ja conhecido classicamente para esse sistema.
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CAPITULO

MODELO DE DICKE

Para os propésitos do trabalho, é necessario estudar propriedades de sistemas
fisicos reais que apresentem dindmica cadtica. Dentre muitas possibilidades reportadas
na literatura, escolhemos o sistema conhecido como modelo de Dicke [16]. Esse modelo é
bastante conhecido no contexto da Optica quantica, principalmente no estudo de efeitos
coletivos, ja que se trata de um sistema quantico de muitos corpos. Ele possui as mais
diversas propriedades, o que explica o intenso estudo que o sistema vem recebendo nos
ultimos anos [1][17][18].

Em especial, estamos interessados nas propriedades de mudanca do tipo de
dindmica que o sistema exibe, saindo da dindmica regular para a cadtica apenas pela
variagdo no valor de um parametro externo. O ponto de transicio da dindmica é bem
claro e possui conexao com a transicao de fase quantica que o mesmo apresenta quando
tomamos o limite termodinamico.

Neste capitulo, inicialmente apresentamos o hamiltoniano de Dicke (DH). Em
seguida discutimos brevemente a simetria de paridade apresentada e a transicao de fase
quéntica, chamada superradidnca [16]. A conexdo entre a transi¢do de fase e a transigao
entre a dindmica regular e cadtica, apresentada em [1], é discutida posteriormente. Ao
final, mostramos uma das maneiras de se tomar o limite semiclassico para o sistema, que

apresenta um comportamento dindmico que corrobora com a assinatura quantica de caos.

3.1 O hamiltoniano de Dicke

O hamiltoniano de Dicke (DH) descreve a interagdo de um modo do campo
eletromagnético com uma cadeia de atomos de dois niveis via aproximacao de interacao
de dipolo, aproximacao essa bastante utilizada no contexto da éptica quantica [34]. O

hamiltoniano do sistema é:

A
H(\) =wa'a+ wyJ, + \/Q_j(a—f—a (S +J2) . (3.1)
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Os operadores a' e a descrevem um modo do campo eletromagnético de frequéncia w, J.,
Jy e J_ sao operadores de momento angular descrevendo um ensemble de n atomos de

dois niveis com espagamento wg e j = n/2 é o comprimento do pseudo spin.

O parametro A\; = A(t) mede a intensidade da interagao da cadeia de dtomos com
o campo eletromagnético. Trata-se de um parametro que pode ser variado externamente,
o que ¢ fundamental para a descricao termodindmica que nos propusemos a fazer neste

trabalho. Dessa forma, o sistema pode ser dirigido e podemos fazer uma identificagao com

a forma
H=H,+ AtV , (3.2)
em que temos
Hy = wa'a + wyJ, (3.3)
¢ A
AB)V = Z=(a+a)(J+J). (3.4)

Neri

3.2 Simetria de paridade

Uma caracteristica importante do hamiltoniano de Dicke ¢ a existéncia de uma
simetria de paridade associada. Existe um operador II tal que [H,II] = 0. Esse operador
tem a forma

=™, (3.5)

em que N = afa + J, +j . O operador N conta o ntimero total de excitacdes do
sistema, levando em conta tanto as excita¢oes da cadeia de atomos quanto as do campo
eletromagnético. Como esperado para um operador representando a operagao de simetria
de paridade, os autovalores de II sao iguais a +1. Para vermos isso, utilizamos a chamada
base de Dicke, {|n) ® |j,m)}, que forma uma base do espago de Hilbert do sistema.

Atuando II nesses estados, temos:
II|n) ® |j,m) = ™ |n) @ [j,m) = ™) |n) @ |5, m) | (3.6)

em que o conjunto de nimeros {n+m+j} é o conjunto de autovalores de N. Os ntimeros
n e m + j sdo o numero de foétons e o nimero de atomos excitados, respectivamente. No
caso em que n +m + j é par, temos "™+ = 1 e no caso em que n 4+ m + j é fmpar,

im(n+m+yj)

temos e —1. Assim, com essa simetria presente, devemos entender que o espaco

total do sistema pode ser dividido em dois subespacos nao interagentes.
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3.3 Transicao de fase quantica

Ao fazermos n — 0o, ou j — 00, estamos tomando o chamado limite termodina-
mico para o sistema. Nesse limite, o hamiltoniano de Dicke é sempre integravel. E nesse
limite, no entanto, que o sistema apresenta uma transicao de fase quantica, ou seja, uma
mudancga de fase quantica a 7" = 0. Isso significa, basicamente, que ocorre uma mudanca
abrupta devida apenas as flutuacoes quanticas, uma vez que as flutuagoes térmicas sao
suprimidas a 7' = 0.

A transicao de fase quéntica no modelo de Dicke é uma mudanca brusca na
intensidade da radiagao emitida espontaneamente pela cadeia de atomos, o que levou ao
conceito de superradiancia [16]. No caso estudado em [16], foi feita uma aproximagao muito
conhecida em éptica quéntica, chamada aproximacao de ondas girantes [34]. Nesse caso,
a intensidade da radiacao emitida espontaneamente pela cadeia de &tomos na fase normal
depende linearmente de N, enquanto na fase superradiante temos uma dependéncia
quadratica.

O parametro de acoplamento A\; é o responsavel pela mudanca da fase normal
para a fase superradiante no modelo de Dicke. Existe o chamado parametro critico
Ae = y/wwy/2 tal que, para Ay < A, temos a fase normal e, para A\, > A, temos a
fase superrradiante. A todo momento neste trabalho, escolhemos w = wy = 1, de forma
que A\, =0, 5.

3.4 Mudancga no tipo de dindmica: da dindmica inte-

gravel para o caos

Nesta secao discutimos como determinar qual o tipo de dindmica presente no
modelo de Dicke. A existéncia da dindmica cadtica depende quase que exclusivamente da
intensidade do acoplamento entre as partes do sistema. As mesmas conclusdes podem ser
obtidas a partir das assinaturas de caos quantica e classicas em relagdo a transicao da

dindmica regular para a cadtica.

3.4.1 Assinatura quantica do caos: distribuicao de espacamento

de niveis

Como discutido anteriormente, a assinatura quantica de caos mais estudada
se baseia no comportamento de uma propriedade estatistica dos espectros, chamada
distribui¢ao de espacamento de niveis, P(S). O sistema ¢é dito cadtico se sua P(S) possuir

o comportamento do ensemble de matrizes aleatérias adequado.
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Em [1], os autores fornecem a P(S) para diversos valores dos pardmetros j e
A. A partir da Figura 3.1, podemos observar que para valores pequenos de j, o sistema
possui uma distribuicao tipicamente poissoniana, caracteristica de sistemas com dinamica
regular. Entretanto, para valores de j suficientemente grandes, mas finitos, vemos a
emergéncia de uma distribuicao de Wigner-Dyson a partir do valor A\, = 0,5, que é o
mesmo valor em que ocorre a transicao de fase quantica no limite termodindmico. Dessa
forma, percebemos que hé, para este sistema, uma conexao entre a transi¢do de fase

quantica e a integrabilidade.

2 2
A=0.2 A=0.5 A=0.8

Figura 3.1: As curvas vermelhas sao distribui¢oes de Wigner-Dyson, as azuis sdo pois-
sonianas e as pretas sao resultados numéricos obtidos com os parametros indicados nos
graficos. Adaptado de [1]

3.4.2 Limite semiclassico: uma comparagao com o resultado

quantico

Uma das maneiras mais comuns de se estudar o caos em sistemas quanticos é
avaliar a dindmica apresentada no espaco de fase da contraparte classica ou semiclassica
do sistema em questao. Formalmente, o limite classico é tomado fazendo A — 0. Dizemos

que tomamos um limite semiclassico se existirem elementos de natureza quantica na
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funcao hamiltoniana subjacente. Provavelmente o exemplo mais conhecido de aproximacao
semicldssica é a chamada aproximagdo WKB [21].

Sao conhecidas diversas maneiras de se tomar o limite semiclassico para o
hamiltoniano de Dicke [1][35][36]. A explicacao para isso ¢ que nao ha um andlogo classico
direto para os operadores de spin quantico. Apresentamos aqui a abordagem realizada
em [1]. Para tanto, reescrevemos os operadores momento angular na representacao de
Holstein-Primakoff [37]:

Jy =0b'\/25 — bfb, J_ = /2§ — bibb, (3.7)

J. = (b'b—j) | (3.8)

em que b e b sdo operadores aniquilacio e criacdo, respectivamente, representando um
tinico modo bosonico.

A substituigao dos operadores (3.7) no hamiltoniano (3.1) nos fornece:

H = w(b'b — j) + wa'a + Aa' + a) (bT\/l - —+ \/1 - ij) : (3.9)

Nessa representacao, o operador de paridade (3.5) toma a forma:

I = eiﬂ'[aTaerT b]

, (3.10)

que ¢é analoga ao operador de paridade de um oscilador harménico bidimensional. Podemos

identificar os operadores de criagao e aniquilacao bosonicos com operadores posicao e

a—\/Q(prx), al=y/5 o= —pe) (3.11)
b_\/ 2 <y+w0py)’ b VoV wopy ' (3.12)

Em termos das posi¢oes e momentos, o hamiltoniano é, entao,

momento:

. 1
H = —juwo+ 5(002952 +p; — W+ Wiy + Py — wo)

+ v f(v- o) I-eryi=g(ve 2n)) . (613)

wgy2 +p§ —wo

em que definimos £ = o
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A passagem para a hamiltoniana semiclassica se da ao impormos que as relagoes

de comutagdo canonica sejam nulas (A — 0):

[z,ps] =0 (3.14)

[y, py] = 0. (3.15)

Com isso, obtemos o hamiltoniano semicléassico:

, 1
Hse = —jwo+ §(w2x2 + 07— w+wgy® + py — wo)

why? + P2 — wo
4ij

+ A wwy xy\l 1- (3.16)

O estudo de estabilidade e da presenca de dindmica cadtica pode ser feito para
Hge a partir da integra¢ao numérica das equagoes de Hamilton para o sistema. Em [1] esse
estudo foi feito e o resultado obtido para o hamiltoniano semiclassico reflete o resultado
obtido para o hamiltoniano quantico: quando o parametro de acoplamento A é menor que
o valor critico, as se¢oes de Poincaré correspondem sempre a 6rbitas regulares e periodicas.

Para valores um pouco maiores do que o valor critico, surgem as trajetorias cadticas.
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PROCEDIMENTOS ADOTADOS

Ao completarmos a discussdao teodrica do trabalho, precisamos de uma maneira
para lidar com as diferentes teorias aqui apresentadas em conjunto. Além disso, precisamos
entender como aplica-las ao sistema fisico apresentado. O principal objetivo aqui proposto
¢ buscar um comportamento geral para a estatistica de trabalho em sistemas quénticos
caodticos utilizando a RMT. Para que isso seja possivel, ha dois pontos principais com os
quais devemos lidar: entender como utilizar a RMT para representar corretamente um
dado sistema fisico e entender como utiliza-la para descrever o processo termodindmico
escolhido. Os dois pontos levantados se baseiam inteiramente em como conseguir extrair
as informacoes do sistema necessarias ao desenvolvimento da RMT. Tais informagoes sao
fundamentais para todos os cédlculos aqui realizados.

Este capitulo possui o objetivo de explicar a metodologia desenvolvida para a
obtenc¢ao das informagoes do DH necesséarias para se calcular sua fungao caracteristica
do trabalho quando o mesmo é submetido a um quench. Além disso, discutimos quais
informagoes devemos extrair do modelo para utilizarmos a RMT na tentativa de prever

o comportamento termodindmico deste sistema.

4.1 Obtencao de informacgoes a partir do modelo de
Dicke

Inicialmente, geramos a matriz que representa o DH na base de Dicke, {|n) ®
|7,m)}, deixando os parametros j, A € Ny, (dimensdo do espaco de Fock truncado),
livres. As frequéncias w e wy sao tais que w = wy = 1, de forma que temos A. = 0,5 .

Especificamente para os resultados aqui apresentados, sempre utilizamos 7 = 20,
Nioe = 680, \; = 0,5 ¢ Ay = 1,2. Como dito anteriormente, o processo utilizado ¢ um
quench subito, que, nesse caso, possui intensidade A = Ay — \; = 0,7 . Tais valores para
J e para os acoplamentos garantem a dinamica cadtica para o sistema, como discutido no

capitulo anterior, e como ¢ mostrado na discussao a seguir.
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As matrizes representando os hamiltonianos possuem dimensao (2j+1) X Ny, =
27880 . Como discutido no capitulo anterior, o hamiltoniano de Dicke possui uma simetria
de paridade associada. Dessa forma, o espaco total pode ser dividido em um subespaco
par e um subespaco impar. Tais subespagos sdo completamente descorrelacionados e,
portanto, nao podemos utilizar o espaco total do sistema se queremos estudar propriedades
relacionadas a dinamica cadtica. Escolhemos utilizar o subespaco par do sistema, tomando
os elementos de matriz em que n+m+j é par. Isso reduz a dimensao das matrizes utilizadas
pela metade, N = % X Ngoer, = 13940 .

A diagonalizagdo dos hamiltonianos fornece os conjuntos de autovalores, {F,}
e {E,}), e o conjunto de autovetores, {[t,)} e {|[¢n)}. Muitos dos autovalores obtidos
numericamente nao sao confiaveis, sendo necessario corta-los. Isso ocorre, principalmente,
se o valor do acoplamento for muito grande. O procedimento de corte dos autovalores
consiste na comparac¢ao, para um mesmo valor de acoplamento, entre os autovalores
para um dado tamanho do espaco de Fock e um tamanho maior. Utilizamos apenas os
autovalores cujas diferencas fossem da ordem de 107°. Esse procedimento nos fornece uma
dimensao efetiva N = 6048, que é utilizada em todos os resultados aqui apresentados.

A partir da diagonalizacao, temos, portanto, toda a informagao necessaria para

calcularmos as probabilidades p(n,m):

Z(M)

p(n,m) = PnPmin = ’ <1;m‘ U(tfati) [Vn) ’2 (4.1)

e, consequentemente, a fungao caracteristica para um quench sobre o sistema:

ef/gEn

20y | () PeEnme, (4.2)

Gr(s) =)
n,m
que ¢é a curva a ser comparada com a previsao via RMT.

Os conjuntos adequados {E,} e {E,,} podem ser utilizados para a determinacio
de diversas propriedades do sistema. Em especial, estamos interessados na verificagdo da
existéncia de dinamica cadtica para os valores dos parametros utilizados, o que fazemos
via distribuicdo de espagamento de niveis. Para plotar essa distribuicao, calculamos as
diferencas entre os niveis vizinhos, S; = E;;1 — F; e Sj = ~j+1 — Ej. A distribuicao
nada mais é do que a probabilidade de ocorréncia de cada uma dessas diferencas, o que
pode ser obtido através de um histograma dos dados. As Figuras 4.1 e 4.2 comparam
os histogramas obtidos numericamente com os respectivos Wigner Surmise do GOE.
Observamos que os histogramas refletem muito bem o comportamento tedrico previsto
pela RMT, mostrando que o sistema se encontra no regime caético para os dois valores
do parametro de acoplamento. Também através da diferenga entre niveis vizinhos dos
sistemas, podemos obter o espacamento médio S); numericamente, o que é importante

na determinacao das matrizes aleatérias que devemos gerar.

& Instituto de Fisica — UFG



4.1. Obtencdo de informacdes a partir do modelo de Dicke 39

= Wigner Surmise

— Dicke Model (); =0.5)

Figura 4.1: Comparacido do histograma obtido dos dados numéricos com o Wigner Surmise
para o GOE (j =20e A =0,5)
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Figura 4.2: Comparaciao do histograma obtido dos dados numéricos com o Wigner Surmise
para o GOE (j =20e A =1,2)
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4.2 Informacoes necessarias para se realizar o calculo
via RMT

O sistema fisico escolhido deve ser representado por uma matriz aleatéria na
RMT. Para gerarmos tais matrizes, precisamos de algumas informacoes do sistema, todas
elas obtidas a partir da diagonalizacao da matriz que representa o sistema fisico, como

descrito na se¢ao anterior.

A primeira informacao necessaria é o desvio padrao da distribuicao gaussiana dos
elementos da matriz aleatéria. Como descrito no capitulo 2, os elementos das matrizes

aleatorias sao tomados de distribuigoes gaussianas:

P(H;) o« e (4.3)
P(H;) o e 2 (4.4)

Como a matriz que representa o hamiltoniano de Dicke é ortogonal, precisamos gerar
uma matriz pertencente ao GOE. Para tanto, os elementos das matrizes devem ser reais

e devem ser tais que H;; = H; .

O parametro A, se relaciona com a variancia das distribuicoes:

1
Ae = —5 4.5
202 ( )
A o= (4.6)
© 402, ’

em que o4 é o desvio padrao para os elementos da diagonal e 7,4 é o desvio padrao para

os elementos fora da diagonal, relacionados, através de (4.5) e (4.6), por:
Ogqg = \/§O'nd . (47)

Obtemos o desvio padrao dos elementos da diagonal das matrizes aleatorias a partir das
equagoes (2.36) e (4.5), em que Sy é o espagamento médio calculado para os niveis do
sistema fisico. Entretanto, na RMT, naturalmente, a densidade de niveis, correspondente
a (2.35) quando a dimensao da matriz é grande, estd centrada aproximadamente em zero
e devemos fazer essa correcao. Isso é consequéncia do fato de que escolhemos distribui¢oes
gaussianas centradas em zero. Entretanto, os espectros obtidos ao se diagonalizar o DH
estao deslocados e devemos impor esse mesmo deslocamento sobre os autovalores das

matrizes aleatérias. A densidade de niveis ao considerarmos esse deslocamento e ao
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fazermos uma mudanca de variaveis considerando a dimensao das matrizes é:

(E):{i@¢1—ﬁjN<E—<E>>2 e|E-(B)l <5 o

PN>1

BeN
0 se |[E—(E)| >/

em que (E) = + > F,. Obtemos o espagamento a partir da densidade de niveis:

1 ™ 6@
M B =B 2\ AN -

Substituindo (4.5) em (4.9), obtemos o desvio padrao como fun¢ao do espagamento médio:

2 | N
04 = } 25@5]\/[ . (410)

Para o sistema inicial, \; = 0,5 , o desvio padrao encontrado é o4 = 1.8006679 e o

1
N

deslocamento na energia é (E) = 143.24643. Para o sistema final, A\ = 1,2 , o desvio
padrao encontrado é 4 = 1,9302437 e o deslocamento na energia é (E) = 126, 05367.
Com tais informacoes, buscamos uma tltima informacao necessaria: a dimensao
adequada das matrizes aleatérias a serem geradas, que chamamos Ngyr. Essa dimensao
é obtida através de uma comparagdo entre a lei do semicirculo, equagao (4.8), com
a densidade de niveis do sistema. Fixados os devios padrao, a dimensao Ngyr € 0
unico parametro livre. Escolhemos esse parametro tentando ajustar a largura da lei do
semicirculo a largura da densidade de niveis do sistema. As curvas e comparacoes para
os dois sistemas estao apresentadas nas figuras 4.3 e 4.4. A dimensao obtida através do

ajuste € Nryr = 4800.
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Capitulo 4. Procedimentos adotados
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Figura 4.3: Densidade de niveis para o hamiltoniano inicial comparada com a lei do semicirculo
equivalente
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Figura 4.4: Densidade de niveis para o hamiltoniano final comparada com a lei do semicirculo

equivalente

Com os procedimentos descritos, obtemos todas as informagoes necessarias para

se trabalhar com a RMT tanto numericamente quanto analiticamente. No caso numérico,

geramos matrizes aleatérias de dimensao Ngy = 4800, em que os elementos da diagonal

sao tomados a partir de uma gaussiana com o, = 1,8006679 e 6, = 1,9302437, para

o sistema inicial e final, respectivamente. Os elementos fora da diagonal sao gerados da
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mesma maneira, mas com desvios padrao g,q = gad para o sistema inicial e 6,4 = g&d
para o sistema final. Diagonalizamos as matrizes aleatérias geradas a partir desses
parametros. Entao, adicionamos ao conjunto de autovalores obtidos da diagonalizacao
da primeira matriz o valor (E) = 143,24643. Ao conjunto referente & segunda matriz,
adicionamos (E) = 126,05367. Para a discussdo analitica, basta que esses parametros

sejam substituidos nas contas realizadas.
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CAPITULO

RESULTADOS

Utilizando os procedimentos apresentados no capitulo anterior, foram obtidas
previsoes, via RMT, para o comportamento da funcao caracteristica do trabalho em siste-
mas caoticos submetidos a um quench subito intenso. Foram realizadas duas abordagens:
uma analitica, em que se calculou uma média RMT para a fun¢ao caracteristica, e uma
numérica, em que as matrizes aleatorias adequadas foram geradas numericamente.

Comparamos as previsoes RMT com os resultados para a funcao caracteristica
obtidos a partir do modelo de Dicke. Os resultados sao apresentados graficamente. As
comparagoes foram feitas através da diferenca entre as partes real e imagindria dos
resultados obtidos a partir do modelo de Dicke e da RMT, o que representa uma maneira
de se observar o quanto as curvas se aproximam. Além da maneira visual de se comparar
através dos graficos, também calculamos os desvios quadraticos médios entre as partes

real e imaginaria dos resultados,

Re (DQM) = ¢ / ds (Re {G(5)} — Re {Grarr(s)})? (5.1)

Im (DQM) = \/ / ds (Im {G(s)} — Im {G rarr(s)})? . (5.2)

Dessa forma, também apresentamos uma comparacgao quantitativa dos resultados.

5.1 Resultados obtidos via abordagem analitica

A ideia central nessa parte do trabalho é usar a RMT para se obter um
comportamento médio geral para a funcao caracteristica do trabalho em sistemas cadticos.
Devido as propriedades das matrizes aleatérias, esperamos que realizagdes tnicas das
mesmas obedecam ao resultado médio encontrado, no mesmo sentido do que foi mostrado

para a distribuicao de espacamento de niveis para matrizes 2 x 2. Entretanto, para a
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funcao caracteristica do trabalho fazemos a média considerando matrizes aleatérias com
dimensao Npyr >> 1.
Para o cdlculo da média RMT, partimos da func¢ao caracteristica do trabalho para

um quench, equagao (1.65), que serd repetida:

e_IBEn

Gr(5) = X0 G |l e =) 53)
Queremos a média:
(Grorn = 3 (G Wl o) 5.0
n,m Z()‘z) RMT

O termo | (¢m|1,) |2 depende apenas dos autovetores. Os demais termos dependem apenas

dos autovalores. Elas sao, portanto, médias independentes e podem ser fatoradas:

(Golorr = 5 (Goge ™ B) (1 ialin P (55)

em que o indice V, se refere aos autovalores e o indice V, aos autovetores. Os autovalores
das matrizes aleatorias sao completamente aleatorios. Dessa forma, o conjunto de autova-
lores {E,} nao guarda correlacdo com o conjunto de autovalores {E,,}. Podemos, entdo,
fatorar a média realizada sobre eles em duas, uma realizada sobre o primeiro conjunto e

outra sobre o segundo conjunto:

_8E, i
(Grlsmr = X alis) P (G3e ™) @ 659
n,m v A;
em que o indice A; se refere ao primeiro conjunto e o indice Ay se refere ao segundo
conjunto.

O calculo da média sobre os autovetores nao sera discutido aqui. Entretanto, ja
¢ conhecido que para matrizes aleatérias de dimensao grande, Nrpyr >> 1, essa média

tende ao inverso da dimensao:

1 i) [Py~

NRMT

(5.7)

Com isso, a média da funcdo caracteristica se reduz ao célculo das médias sobre os

autovalores:

1 e_BEn —isEky eisEm
Gremsr = s S (G ™) @, (55)
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A média (e*Em) 4 ; sobre o conjunto de autovalores {E,.} pode ser calculada pela

introducao da distribui¢ao de autovalores:

(eisBny = /_OO dE; ... dE,, ... dEn,,,p €°F" P(E1, ., By o Enpose)

_ / dE,, ¢i*Bn / dBy .. dByy dBiy oo dExy o P(Bry oo By e )
(5.9)

A equagao (2.34) relaciona a densidade de niveis com a distribuicdo de autovalores. A
partir dela, a segunda integral da segunda igualdade em (5.9) pode ser substituida pela

densidade de niveis, de forma a obtermos:

isE 1 < E isE n
(5 gy = o [ A 0 iy (Bun) (5.10)
RMT J—0o©

Como estamos interessados no limite em que Ngyr >> 1, a densidade de niveis pode
ser substituida pela lei do semicirculo. Reescrevemos a lei do semicirculo de uma maneira

mais adequada:

- 2NpumT | /1 — (BEm—(E))? se |E _ <E>’ <b
PNpur>1(Bm) = ¢ ™ v o V= 5.11
i1 (En) { ) T AT
A obtencao da ultima equacao foi feita através da substituicio de A\, = 2;2 em (4.8) e
d
pela definicdo do parametro b = \/28. Nryr0yg -
Substituindo (5.11) em (5.10), obtemos:
¥ A ¢ (B~ (E))?
isE iskE m
= dE,, eisBmy1 - X om — 21 5.12
(e )44 b /(E‘)—b © b2 ( )
Definindo uma nova varidvel j = E,, — (E) , obtemos:
- 9 b 72
iSEm _ ~ is(g+{(F
(eFny, = %/_bdyewm) 1-%

2 - b o 72
_ 2 _is(E) / dii 941 — yf . Nl
— e B 7 ey B (5.13)

Numericamente podemos obter:
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gy ke 1 2 Jilkaks)

L g 14
&y k’% ™ k’g ) (5 )

em que Ji(z) é a funcdo de Bessel do primeiro tipo. Portanto, a média sobre o conjunto

de autovalores {E} fornece o resultado:

isEm o is(E
(e )a, = e (E) .

= g ety ilbs) (5.15)
Substituindo (5.15) em (5.8), obtemos:

2 (B . J (bs) <€_BE” e—isEn>
NRMT n,m bs Z()\Z) A

2 ¢is(E) ] bs e PEn oo
= S iz, ()

NRMT z m

BE’VL
— 92¢ is( Jl bS Z< ) stn> . (516)
n i A,

(Gr(s))rRuT =

Naturalmente, a média sobre o conjunto {FE,} também pode ser fatorada do
somatoério, ja que para calcula-la é necessario integrar sobre todos os autovalores, o que

deve fornecer o mesmo resultado para todos eles. Assim, temos:

(5.17)

Jy(bs) [e PEn
(Gp(s)) rarr = 2 Ngarp €58 128 ) <Z(/\i)e_ZSEn>Ai

em que deixamos o indice n para indicar que essa média pode ser realizada em um nivel

E,, arbitrario.

A média que resta a ser calculada possui um nivel de dificuldade muito maior
se comparada com as médias calculadas anteriormente. Isso se deve, especificamente, a
presenca da funcao de particdo no denominador, que depende de todos os autovalores.
Até o momento essa média nao pode ser calculada, mas ha um limite especifico em que
seu célculo se reduz exatamente ao j4 realizado aqui para o conjunto de autovalores { £, }.
Esse limite é o de altas temperaturas, em que 7" — 00, 0 que implica que = 0. Ao
aplica-lo, temos:
e PEn 51 (5.18)

e, consequentemente,
Z(\) =" = Npur . (5.19)
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A média sobre o conjunto {E,} se torna:

<€_ﬁE"eisEn> o (e (5.20)
Z(\i) 4, Neur Ai '

O célculo restante a ser feito é exatamente igual ao realizado anteriormente. Dessa

forma, obtemos o resultado:

) ) J
<€—stn> -9 6—15<E) 1(GS> ’ (521)
Ai as

em que definimos um novo parametro a = \/26. Nryroq . Pela substituicdo das equacoes
(5.20) e (5.21) em (5.17), obtemos a média RMT da fungao caracteristica para o caso em

que 8 =0, que chamamos (G p(s)) sy :

= i((E)— s Jl(CLS)
(Gr(s) ity = 1 E-Ee 2009 AL

(5.22)

Repetimos aqui que os pardmetros a e b sdo tais que a = 2Npyrfe 04 ¢ b =
V2NgyrBe Ga -

O limite g = 0 é um limite nao fisico em que o sistema tem tanta energia que pode
ocupar todos os niveis com igual probabilidade. Em um sistema com dimensao infinita,
como o modelo de Dicke, por exemplo, testar esse limite nao é possivel. Entretanto, a
formula encontrada é de bastante utilidade para testarmos os calculos tedricos e numéricos
realizados. Por exemplo, podemos calcular a fungao caracteristica para matrizes aleatérias
geradas numericamente e comparar com a férmula obtida analiticamente para o caso
g =0.

Essa comparagao é feita nas figuras 5.1 e 5.2 para o mesmo conjunto de parametros
destacado no capitulo anterior, que repetimos aqui: o4 = 1.8006679, ¢4 = 1,9302437,
(E) = 143.24643, (E) = 126,05367 ¢ Ngyr = 4800. O acordo visual entre o célculo
numérico e o calculo analitico é perfeito. Os graficos 5.3 e 5.4 mostram a diferenca
entre os resultados, onde vemos oscilacoes da ordem de 1073. O desvio quadratico médio
encontrado para a parte real é Re (DQM) = 4,32 x 1074, e para a parte imaginaria é
Im (DQM) = 4,55 x 107%, 0 que demonstra quantitativamente a proximidade dos dois
resultados. Podemos, portanto, concluir que os célculos analitico e numérico mostrados
nesta dissertacao possuem excelente acordo.

E importante salientar que escolher um dentre os ensembles de matrizes aleatérias,
Be = 1, 2, ou 4, nao interfere no comportamento da fungao (5.22). Isso é uma consequéncia
direta do fato de a densidade de niveis para os trés ensembles possuir exatamente o

comportamento de semicirculo no limite assintético.
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Figura 5.1: Comparagao da parte real das fungoes caracteristicas obtidas analiticamente e a
partir de matrizes geradas aleatoriamente (Re (DQM) = 4,32 x 107%).
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Figura 5.2: Comparacao da parte imaginaria das fungoes caracteristicas obtidas analiticamente
e a partir de matrizes geradas aleatoriamente (Im (DQM) = 4,55 x 107%).

A impossibilidade, até o momento, de se obter uma férmula analitica fechada
para a equacao (5.17) faz com que os célculos numéricos via RMT sejam imprescindiveis

para a continuidade do trabalho.
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Figura 5.3: Diferenca entre as partes reais da fungao caracteristica RMT analitica e da funcao
caracteristica RMT numérica
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Figura 5.4: Diferenga entre as partes imaginarias da fungao caracteristica RMT analitica e da
funcdo caracteristica RMT numérica
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5.2 Resultados obtidos via abordagem numérica

Calculamos a fungao caracteristica do trabalho para uma tnica realizagio RMT
a partir dos mesmos parametros ja indicados e a comparamos com o obtido para o modelo
de Dicke associado. Numericamente podemos testar os resultados para valores diferentes
de zero para o inverso da temperatura. Para os calculos mostrados utilizamos g = 10.
Ao realizarmos esse cdlculo, substituimos os overlaps do sistema por ﬁ Fizemos isso com
base no calculo analitico apresentado anteriormente. Dessa forma, estamos fazendo um
estudo apenas dos autovalores do sistema, deixando os autovetores de fora.

As figuras 5.5 e 5.6 fazem a comparacao visual dos resultados, mostrando um
comportamento oscilatério bastante parecido entre as duas curvas. As figuras 5.7 e 5.8
mostram a diferenga entre as partes reais e entre as partes imaginarias, respectivamente,
fornecendo uma diferenca maxima da ordem de 10!, mas oscilando na maior parte do
intervalo em uma ordem de 1072. Quantitativamente, calculamos o desvio quadrético
médio, que fornece Re (DQM) = 5,097 x 1072 para as partes reais e Im (DQM) =

5,07 x 1072 paras as partes imagindrias.

1.0 . . ’8:10

— Sistema Fisico
=—— (Célculo RMT Numérico
0.8}
0.6}
—~
VS
VA
ED/ 0.4}
—
Q
RS o2
0.0
—-0.2¢
0.4 0.2 0.0 0.2 0.4
S

Figura 5.5: Comparagiao da parte real das fungoes caracteristicas obtidas a partir do sistema e
a partir de matrizes geradas aleatoriamente (Re (DQM) = 5,097 x 1072).
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Figura 5.6: Comparacao da parte imagindria das fungoes caracteristicas obtidas a partir do
sistema e a partir de matrizes geradas aleatoriamente (Im (DQM) = 5,07 x 1072).
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Figura 5.7: Diferenca entre as partes reais da fungdo caracteristica do sistema e da funcao
caracteristica RMT

O acordo qualitativo das curvas obtidas é muito bom, sugerindo fortemente que a
RMT ¢ capaz de prever o comportamento da estatistica de trabalho de sistemas cadticos

submetidos a um quench. O mesmo também é sugerido pelo acordo quantitativo.
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Figura 5.8: Diferenca entre as partes imaginarias da funcao caracteristica do sistema e da fungao
caracteristica RMT

5.3 Possiveis explicacoes para os desvios encontrados

Os célculos aqui realizados comparam as estatisticas de trabalho obtidas a partir
de um modelo fisico real, o modelo de Dicke, com a estatistica de trabalho obtida de
matrizes aleatérias, seguindo a receita fornecida pela RMT. No entanto, sistemas fisico
caoticos seguem os resultados da RMT apenas de maneira aproximada.

Por exemplo, matrizes aleatorias obedecem a lei do semicirculo no limite de gran-
des dimensoes. Nosso sistema obedece apenas aproximadamente a essa lei, principalmente
quando olhamos para o comeco do espectro. A propria formula de Wigner-Dyson também
é uma aproximacao. Tais fatos podem gerar discrepancias nos resultados.

Dentre as hipoteses feitas para a realizacdo dos calculos, a determinagao da
dimensao das matrizes aleatérias a serem utilizadas é um tanto quanto arbitraria:
escolhemos comparar a largura da densidade de niveis do sistema com a lei do semicirculo
subjacente. E possivel que essa maneira nao seja a mais eficiente ou até mesmo a mais
correta, o que também pode ter gerado desvios.

Uma tltima questao que pode ter causado os desvios encontrados vem da definicao
de trabalho:

Wi = By — E, . (5.23)

Wom € a diferenca entre niveis dos dois espectros, podendo se referir a niveis no comeco,

meio ou fim dos mesmos. Em geral, niveis nas bordas dos espectros de sistemas fisicos
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reais cadticos nao obedecem exatamente ao previsto pela RMT, apresentando desvios.
Notamos que as discrepancias de maior ordem ocorrem exatamente para valores menores
do parametro s, o que ¢ equivalente a regiao em que o trabalho é maior em médulo. Nessa
faixa para o trabalho, necessariamente, foram utilizados autovalores do final do espectro.
Ou seja, os resultados aqui mostrados refletem exatamente o esperado pela aplicacao da

RMT.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS.

O estudo aqui realizado busca encontrar uma universalidade para o comporta-
mento da estatistica de trabalho em sistemas quanticos cadticos. Para tanto, fizemos uso
da RMT, uma teoria ja reconhecidamente capaz de descrever comportamentos estatisticos
do espectro de sistemas quanticos cadticos. Para tanto ela faz uso apenas das simetrias
obedecidas pelo hamiltoniano do sistema.

Para que se possa encontrar tal universalidade, primeiro devemos entender como
aplicar a RMT em célculos analiticos e numéricos. Depois, é necessario comparar os
resultados obtidos da teoria com resultados obtidos através de um sistema fisico real.
Para tanto, escolhemos o modelo de Dicke, cuja dindmica cadtica ja foi reportada na
literatura.

A estatistica de trabalho de um dado processo realizado sobre um sistema é
descrita pela funcao distribuicao de trabalho ou por sua transformada de Fourier, chamada
funcao caracteristica do trabalho. Nos nossos calculos, preferimos utilizar a funcao
caracteristica, pois a mesma ¢é facilmente graficada e pode ser obtida mais facilmente
em experimentos.

Os resultados obtidos sugerem fortemente que podemos utilizar a RMT para
predizer o comportamento da estatistica de trabalho em sistemas caoéticos. Ha, de fato,
discrepancias quando comparamos os resultados do sistema fisico com os resultados do
calculo RMT numérico. Entrentanto, tal discrepancia é realmente muito pequena se
levarmos em conta a generalidade da RMT e, também, dos calculos aqui realizados. Os
calculos RMT requerem informacoes bastante genéricas sobre o sistema e fornecem um
comportamento qualitativo muito bom.

Muitas sao as possibilidades de continuidade deste trabalho. A primeira é a busca
de um outro sistema quantico que apresente dinamica cadtica, mas que seja finito. Esses
sistemas ja foram reportados na literatura [15] e constituem uma excelente possibilidade

para se testar a formula analitica encontrada no limite de altas temperaturas.
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Devemos, também, tentar generalizar a féormula analitica para qualquer valor
de temperatura. Em especial, essa tarefa pode ser facilitada se conseguirmos mostrar
que a distribuicao de trabalho possui uma propriedade parecida com a distribuicao de
espacamento de niveis: o comportamento da estatistica de trabalho de sistemas com
dimensao arbitraria pode ser descrito por uma féormula obtida via RMT em sistemas
2 x 27 Em caso de resposta positiva, teriamos o equivalente do Wigner Surmise para
a distribuicao de trabalho. Em caso de resposta negativa, teremos que buscar alguma
maneira de resolver a média sobre os autovalores nao resolvida até entao.

Outra possibilidade é investigar a estatistica de trabalho para processos unitarios
gerais utilizando a RMT. Ha uma parte da RMT que foi desenvolvida para lidar com
matrizes unitarias, o que gerou os ensembles circulares. Os ensembles circulares também
sao trés, cada um deles associado aos tipos de simetria obedecidas pela matriz que
representa o hamiltoniano. Com o uso desses ensembles circulares, talvez seja possivel
obter uma teoria em que se consiga descrever a estatistica de trabalho para qualquer
processo unitario escolhido, generalizando, inclusive, os resultados aqui obtidos para o
quench subito.

Por fim, podemos investigar se a RMT pode ser utilizada para prever o com-
portamento de grandezas termodinamicas médias que possam ser obtidas a partir da
distribuicao de trabalho. Em especial, a producao de entropia possui grande interesse,

pois estd intimamente relacionada com a irreversibilidade dos processos termodinamicos.
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APENDICE A

Alguns resultados bem conhecidos da termodinamica classica possuem generali-
zagOes na termodindmica estocédstica. Essas generalizagoes foram obtidas no capitulo 1
desta dissertacao. Este apéndice visa fornecer uma revisao breve dos resultados conhecidos

da termodinamica classica, para que o paralelismo entre as duas teorias esteja completo.

Termodinamica classica

Inicialmente, devemos mostrar a convencao de sinais adotada para o transito de

energia no sistema fisico. A primeira lei da termodinamica pode ser escrita como:

AU =Q+ W/, (1)

em que AU é a variacao da energia interna do sistema e ) e W sao, respectivamente,
energia em forma de calor e trabalho trocados entre o sistema e o meio exterior. A
convencao de sinal é tal que @ > 0 e W > 0 se o calor e o trabalho forem fornecidos

do meio exterior para o sistema. Em forma diferencial, temos:

AU =dQ +dW |, (2)

em que d indica uma diferencial inexata. O fato de as diferenciais de ) e W serem inexatas
implica que tanto W quanto @) sao variaveis de processo. O valor das variaveis de processo
depende do caminho tomado. Em contrapartida, a energia interna U é uma variavel, ou

funcao, de estado, dependendo apenas dos estados inicial e final em questao.

Consideremos que um sistema termodinamico é submetido a um processo rever-
sivel. O calor () é uma variavel de processo, mas se dividirmos d() pela temperatura T’
(ou por uma fungao continua 7'(d), em que € é uma temperatura empirica), obtemos uma
diferencial exata:

aQ
? ) (3)

em que S é a fungao de estado chamada entropia. Dizemos, entao, que a temperatura é o

ds =
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fator integrante do calor. Integrando (3) entre dois estados de equilibrio, A e B,

BdQ
AS,ey = S(B) — S(A) = — . 4
(B) - s(4) = [ (4)
Consideremos agora que realizamos um processo irreversivel. Entao, generaliza-

mos (4) para:

ASZ[T%?. (5)

Podemos, portanto, separar a variagao de entropia em um processo irreversivel em duas

partes: uma referente ao caso reversivel, AS,., = 9 "¢ um acréscimo Y. decorrente da nao

T
reversibilidade do processo, de forma que:

AS = AS,., + 3. (6)

Obtemos a partir de (6) a chamada desigualdade de Clausius:
X >0]. (7)

A desigualdade de Clausius é considerada uma formulacao da segunda lei da termodina-
mica. Ela é saturada se o processo em questao for reversivel. Uma consequéncia direta
dela é que a entropia de um sistema completamente isolado s6 pode aumentar. Podemos
ver isso mais facilmente a partir de (5). Em um sistema isolado nao hé troca de energia
em forma de calor, de forma que temos d() = 0. Obtemos, entao:

S(B) > S(A) . 8)

Entendemos dessa desigualdade que o estado de maxima entropia de um sistema isolado
é seu estado mais estavel. Uma vez estando nesse estado, o sistema s6 saira dele se houver

interferéncia externa.

Suponhamos agora que estejamos realizando um processo termodindmico isotér-
mico, ou seja, um processo em que a temperatura ¢ mantida constante, podendo ele ser

reversivel ou ndao. A partir de (5), temos:

Bd’Q—]_ B _Q
52 [0 a2 »

Obtemos, portanto:
TAS > Q. (10)

Substituindo @ a partir de (1) em (10),

TAS > AU - W , (11)
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de onde concluimos que
WA, 1

em que definimos F' = U — T'S. A grandeza F' é chamada energia livre de Helmholtz. A
desigualdade (12) pode ser considerada uma formulagao da segunda lei da termodindmica,
para processos isotérmicos. Ela nos apresenta um ponto de saturacao para o trabalho

isotérmico realizado sobre o sistema.
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APENDICE B

Uma demonstracao da desigualdade de Jensen

Sejam f e X uma func¢do convexa e uma variavel aleatoria, respectivamente.

Entao vale a desigualdade de Jensen:

(f(X)) = F({X)) . (13)

Para demonstra-la, vamos partir da definicdo de funcao convexa. Uma funcao f é dita

convexa se satisfaz:
f(x) = fla) + (z —a)f'(a) (14)

em que x,a € X , sendo x o alfabeto da varidvel aleatéria discreta X, ou seja, x é o
conjunto de eventos que podem ser atribuidos a X. Trocando x por g(z), sendo g uma

fungao qualquer, ainda temos valida:

fg(x)) = f(a) + (9(x) —a)f'(a) , (15)

Multiplicando os dois lados da desigualdade por p(x), a probabilidade de ocorréncia do

evento z, e somando sobre todos os eventos, ficamos com:

> flg@)p) = (flo(@) = X fla)p(a) + > f(a)g(x)p(z) — > f(a)a p(x)

reX reX rEX TEX

= fla)+ ((g(x)) —a)f'(a) . (16)

Escolhendo a = (g(x)), temos:

No caso em que g(z) = z,

que ¢ a desigualdade de Jensen.



APENDICE C

Uma demonstracao do teorema de Jarzynski no caso

classico

Os teoremas de flutuacao discutidos nesta dissertacao foram demonstrados ini-
cialmente para sistemas cuja dinamica é regida pela mecanica classica. H4 mais de uma
maneira ja conhecida de demonstrar o teorema de Jarzynski ao considerarmos um sis-
tema classico pequeno. Neste apéndice fazemos uma delas, que é baseada no formalismo
de Hamilton da mecéanica cléssica.

Preparamos o sistema em um estado de equilibrio com um reservatoério térmico.

Seus microestados sdo varidveis aleatorias da forma:

o BH (@)

P(z) = T2y (19)

em que z = (¢, p) denota um ponto no espago de fase do sistema, A é um grau de liberdade
que pode ser controlado externamente e H(x; \) é a fungdo hamiltoniana do sistema, que

fornece sua energia interna e fornece a evolugao temporal via equagdes de Hamilton:

., O0H . OH
Z(\) é a fungao de particao:
Z(0) = / de =P (21)

Apoés o sistema se equilibrar com o reservatério, retiramos o contato térmico e
realizamos um dado processo termodinamico variando o parametro A, que é o parametro
de trabalho. Durante todo o processo, consideramos que o sistema esta isolado do meio
externo, de forma que nao ha trocas energia em forma de calor. O processo termodindmico
leva o sistema de uma situacdo A em que Ay = A4, até uma situagdo B em que \, = g,

em que 7 é a duragao do processo em questao.
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Em uma realizagao do processo o sistema evolui temporalmente devido a mudancga
no parametro A. Como o sistema esta isolado, o trabalho realizado sobre o sistema devido

ao processo ¢ dado pela variacao da energia interna:
W(xo) = H(z,(20); Ag) — H(w0; Mo) , (22)

que nada mais é do que a primeira lei da termodinamica ao considerarmos que nao ha
calor envolvido no processo. As condic¢oes finais da trajetéria no espacgo de fase do sistema
iniciada em xy s@o representadas por z.(x).

Facamos a média (e=#"(@)) sobre o ensemble de microestados iniciais geradas

pela condicao de equilibrio térmico inicial:

e BW (z0) /dmo p Wi(wo) (23)

Substituindo as equagoes (19) e (22) na média, obtemos:

<e—,8W> — —BH(z7(z0)iAB) (24)
Fazemos uma mudanca de variavel:
Ox
dv, = |=——|dxg , 25
o (25)
em que g% é o Jacobiano associado a transformagao de variaveis. A integral se torna,
entao:
0| g oye)
BW / d T —BH(xr(x0); B 26
e Tr e :
{ AA 920 (26)

Ao evoluirmos uma célula no espacgo de fase contendo xg através das equacgoes de
Hamilton até outra célula contendo x., entao o Jacobiano é a razao entre os volumes das
células. Pelo teorema de Liouville, a razao entre esses volumes deve ser unitaria. Portanto,

temos: , o
<€_BW> = TA /dl‘.[- e_BH(xT(x0)§>\B) — M — e—ﬁAF , (27)

que é o teorema de Jarzynski.
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